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Chapitre 1 

Fonctions de plusieurs variables 


1.1 Quelques notations 


Dans tout ce cours, E et F sont deux M-espaces vectoriels. Sauf mention contraire, on 
supposera que E et F sont de dimension finie , et l’on notera n la dimension de E et p la 
dimension de F. En pratique, on prendra très souvent E = M n et F = M p . 

Nous supposerons de plus que E (resp. F) est muni d’une norme notée || • ||æ (resp. || • \\f)- 
Le lecteur n’est pas sans ignorer qu’en dimension finie toutes les normes sont équivalentes (cf 
le cours sur les fonctions de plusieurs variables en deuxième année de licence), et le choix de la 
norme n’influe donc pas sur les propriétés topologiques (continuité, limite, etc.) de E. Lorsque 
E = M n et x = (xi, • • • , x n ) , les choix les plus courants sont 


n n 

x\\ E = sup |xi|, ||æ||£ = ou \\x\\ E = '^2\ x i 

«ef 1 ,— ,n} \ i=1 i=1 


Pour tout a G E et r > 0, on note Be{cl, r) (resp. f?£(a, r)) la boule ouverte (resp. la boule 
fermée) de E, c’est-à-dire l’ensemble des x £ E tels que ||x — a|| e < r (resp. \\x — a|| e < r.) 

Le but premier de ce cours est d’étudier la généralisation de la notion de dérivabilité aux 
fonctions de plusieurs variables. Notre objet d’étude sera typiquement une fonction / définie 
sur une partie U de E (généralement supposée ouverte) et à valeurs dans F. 

Si l’ensemble d’arrivée F est MP, on peut associer à / ses p fonctions composantes 
fi,- - ■ ,f p définies par 

/O) = Jp(x)). 

Dans le cas particulier où E = F = MP et f(x) = x, la i-èrne fonction composante est 



et est appelée i-ème projection canonique (ou i-ème application coordonnée). Si / G 

^(M”; M p ), on a donc fi = 7 Tj o /. 


1.2 Continuité 

1.2.1 Généralités 

Rappelons d’abord la définition de la continuité. 
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Définition 1.2.1 Soit A une partie de E et f une application de A dans F. Soit de plus 
a G A. On dit que f est continue en a si 

Ve > 0, 3rj > 0, Vx G A, \\x - a\\ E < rj =>• ||/(x) - f{a)\\ F < e. 

On dit que f est continue sur A si f est continue en tout point de A. 

Exemple : On rappelle que pour M G M + , une fonction / : A —► F est dite M-lipschitzienne 
si elle vérifie 

V(x,y) G A 2 , \\f(y) — f(x)\\ F < M\\y — x\\ E - 

De la définition de la continuité, on déduit aisément que toute fonction lipschitzienne est continue 
sur son domaine de définition. 

Pour montrer qu’une fonction est continue (ou qu’un ensemble est ouvert), on fait souvent 
appel au résultat suivant : 

Proposition 1.2.2 Soit A C E et f G F(A;F). L’application f est continue sur A si et 
seulement si pour tout ouvert V de F, il existe un ouvert U de E tel que / _1 (E) = U 0 A. 

Remarque : De même, l’application / est continue sur A si et seulement si pour tout fermé 
V de F, il existe un fermé U de E tel que / _1 (F) = U fl A. 

Retenons aussi le résultat suivant : 

Proposition 1.2.3 L’image d’un compact par une application continue est compacte. 

Remarque : En dimension finie, retenons que l’image d’un fermé borné par une application 
continue est un fermé borné. 

La notion de continuité est stable par combinaison linéaire. Plus précisément, on a le résultat 
suivant : 

Proposition 1.2.4 Soit f et g deux fonctions de A C E à valeurs dans F, et a G A. Suppo¬ 
sons que f et g soient continues en a. Alors pour tout couple (À, y) de M 2 , la fonction Xf + ng 
est continue en a. 

Si les fonctions f et g sont continues sur A alors Xf + yg aussi. 

La propriété de continuité est également stable par composition : 

Proposition 1.2.5 Soit E, F, G trois espaces vectoriels de dimension finie, U une partie de 
E et V une partie de F. Soit f G F(U;F) et g & F{V;G). Soit a G Î7. Supposons que f soit 
à valeurs dans V, continue en a et que g soit continue en f(a). Alors go f est continue en a. 

Si f est à valeurs dans V et continue sur U, et si g est continue sur V alors g o f est 
continue sur U. 


Les quatre propositions énoncées ci-dessus sont vraies dans un cadre beaucoup plus général. Pour 
leur démonstration, nous renvoyons le lecteur au cours sur les fonctions de plusieurs variables, 
ou à [3] ou [7]. 


est continue. 


Exemples : 

1. L’application { f"< R > ^ « 

2. L’ensemble des applications continues de E dans M est une algèbre. De plus, si f et g 
sont continues en xq et g(x o) / 0 alors f/g est continue en xq. 

3. Des points précédents, on déduit que toute fonction construite à partir de fonctions conti¬ 
nues par addition, multiplication, quotient, composition, sont continues. 

r M 2 \{(0,0)} —♦ M 
(F2/) —»■ W+nyï 


Par exemple 


est continue. 
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1.2.2 Applications linéaires continues 

Dans toute cette partie, E et F désignent deux M-espaces vectoriels normés (i.e. munis 
d’une norme) de dimension quelconque. On note L(E ; F) l’ensemble des applications linéaires 
de E vers F. 

L’équivalence entre les deux premières assertions de la proposition suivante sera fondamentale 
pour la suite du cours. 

Proposition 1.2.6 Soit u G L(E;F). Les cinq propriétés suivantes sont équivalentes. 

(i) 3M > 0, Vx G E, ||u(x)||f < M||x||b,. 

(ii) u est continue sur E, 

(iii) u est continue en 0, 

(iv) u est bornée sur la boule unité, 

(v) u est bornée sur la sphère unité. 

Preuve : Il suffit de prouver (i) (ii) =$■ (iii) =>• (iv) =>• (v) =>■ (i). 

(i) =>■ (ii) Par linéarité de u,ona u(y) — u(x) = u(y — x) . Donc, 

V(x,y) G E 2 , || u(y) - u(x)\\ F < M\\y - x\\ E - 


Donc u est lipschitzienne donc continue. 

(ii) =$■ (iii) Trivial. 

(iii) =>• (iv) De la continuité en 0 de «,on déduit l’existence d’un y > 0 tel que ||u(x) \\f < 
1 dès que x G B F ( 0, 77 ). Or x G B E (0,y) si et seulement si y~ l x G B E (0, 1 ) . Par 
linéarité de u, on conclut que ||m(x)||.f < y^ 1 pour tout x G B E ( 0,1). Donc u est 
bornée sur la boule unité. 

(iv) =$■ (v) Trivial. 

(v) =>• (i) Notons M une borne de u restreinte à la sphère unité. Si x / 0 , le point 
x/||æ||.E appartient à la sphère unité. En utilisant la linéarité de u et le fait que u est 
bornée par M sur la sphère unité, on obtient donc 


«0*01| F 


* E 


U 



< M\\x\\ e . 

F 


Définition 1.2.7 Soit C(E,F) l’ensemble des applications linéaires continues de E dans 
F. Pour f G C(E,F), on note |||/||| la plus petite constante M telle que 

Vx G E, \\f(x)\\ F < M\\x\\ E . 


Proposition 1.2.8 L’espace (C(E, F); |||-|||) est un espace vectoriel normé. 

Preuve : Vérifions rapidement que |||'||| est une norme. La proposition 1.2.6 assure que pour 
tout / G C(E,F ), la quantité |||/||| est finie (et positive). Il est de plus immédiat que 
|||À/||| = |A|||/||| pour tout À G K et que |||/||| = 0 si et seulement si / = 0. 

Si / et g sont deux éléments de C(E, F), on a pour tout x € E, 

\\(f + g)(x)\\ F = \\f(x) +g(x)\\ F < \\f(x)\\ F + \\g(x)\\ F < (|||/||| + ||| 5 |||)||^|b. 

Donc f + g est linéaire continue et vérifie |||/ + g||| < |||/||| + |||^|||- Donc |||'||| est bien 


une norme. 
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Nous laissons au lecteur le soin d’établir le résultat fort utile suivant : 


Proposition 1.2.9 Pour tout f G £(E,F), on a 

(1-1) 111/111= sup 

æeE\{0} \\ X \\E 


= sup ||/(x)||f. 

x£E 

)x|| B =l 


Proposition 1.2.10 Sur £(E) = C(E,E ) la norme |||'||| vérifie l’inégalité suivante : 

\/u G C{E), Vu G £(E), |||-«ou||| < |||u||| ||H||. 

On dit que ( £(E ); |||-|||) est une algèbre normée et que |||'||| est une norme d’algèbre. 


Preuve : Pour tout couple (u, v) d’éléments de C(E) , on a 


\u o v\ 


d’où le résultat. 


sup \[u(v(x)\\e < 

xÇlE 

x \\_B = 1 


sup 

x€E 

IMIs=i 


MH \\v(x)\\e < 


Théorème 1.2.11 Si l’espace vectoriel E est de dimension finie alors toute application 
linéaire de E dans F est continue. 


Preuve : Fixons (ei, • • • , e n ) une base de E. Soit / G C(E, F). Comme toutes les normes sont 
équivalentes sur E, on peut supposer que E est muni de la norme ||x||æ; = sup 1<i<n \xi\ 
où (aq, • • • ,x n ) désigne les coordonnées de x par rapport à la base (ei, • • • , e n ). 

On a alors grâce à la linéarité de / et à l’inégalité triangulaire, 

l\f( x )\\F = ||Ei=i*i/( e i)llj!’> 

< Er=ii^iii/(^)iiF, 

< (maxi<j< n ||/(ej)||ip) ||æ||B. 

Donc, d’après la proposition 1.2.6, l’application / est continue. ■ 

Exemple : Toutes les applications coordonnées nj sont continues de MP dans M. D’après le 
théorème de composition, on en déduit donc que si une application / : A C E —/ MP est continue 
en a, il en est de même de toutes ses applications composantes. 


1.2.3 Applications multilinéaires continues 

Nous laissons au lecteur le soin d’établir le résultat suivant : 

Proposition 1.2.12 Soit E\, ■■■ , E p et F des espaces vectoriels sur M, munis de normes 
|| • H-Ej, • • • , || • || e p et || ■ || f- Soit u une application p-linéaire de E\ x • • • x E p dans F. 

Les quatre propriétés suivantes sont équivalentes. 

(i) u est continue, 

(ii) u est continue en (0, • • • , 0), 

(ni) u est bornée sur Be 1 (0,1) x • • • x Be p {0 ,1), 

(iv) Il existe M G R + tel que 

V(æi, • • ■ ,x p ) G Ei x ■■ ■ x E p , ||u(xi, • • • ,x p )\\ F < M\\xi\\ El • • • 11^11^- 

On note C(E\ x • • • x E p ; F) l’ensemble des applications p-linéaires continues de E± x • • • x E p 
vers F. 

Le résultat suivant est une généralisation du théorème 1.2.11 au cas des applications multi¬ 
linéaires. 

Théorème 1.2.13 Supposons que E\,--- , E p soient de dimension finie. Alors toute applica¬ 
tion multilinéaire de E\ x • • • x E p dans F est continue. 
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1.3 Dérivées directionnelles et dérivées partielles 


Définition 1.3.1 Soit f une application d’un ouvert U de M n à valeurs dans F. Soit i G 
{1, • • • , n} et a G U. Soit Uf = {f G M | (ai, • • • , a*_i, t, a*+i, • • • , a n ) G U}. 

Définissons l’extension r“ suivante : 


U f —> W 1 

t i > (ai, -- - ,aj_i,t,aj-|_i, ,a n ). 

L’application f o rf est appelée i-ème application partielle de / en a. 


Remarque : La i-ème application partielle de / en a n’est autre que 


ut 

t 



F 

f{fl I?'"' j Cli— 1 , t, tti+i , , a n ). 


L’ensemble est une partie de M qui coïncide avec la projection sur le i-ème axe de l’inter¬ 
section de l’ouvert U avec les n — 1 hyperplans Xj = aj (j fi i). On montre facilement que 
Uf est un ouvert. De plus, les applications r“ peuvent s’écrire comme somme d’une application 
constante et d’une application linéaire continue, et sont donc continues de Uf dans W 1 . 

Si / est à valeurs réelles, le graphe de la i-ème application partielle de / en a s’obtient en 
faisant l’intersection du graphe de / avec tous les hyperplans Xj = aj (j fi i). 


Proposition 1.3.2 Si f est continue, toutes les applications partielles qui lui sont associées le 
sont également. 


Exercice : Prouver la proposition ci-dessus. 


Attention : La réciproque est fausse en général. On pourra étudier la continuité en 0 de 
l’application 


(x,y) 


0 si (x,y) = (0,0) j 
x-’+v' 2 si (x,y)ï( 0,0) 


pour s’en convaincre. 


Définition 1.3.3 Soit f une application d’un ouvert U de E à valeurs dans F, v un 
élément de E et a G U. On dit que f admet une dérivée en a suivant le vecteur v 
si la limite suivante existe : 


dj_ 

dv 


(a) = lim^o 


f(a + tv) - /(a) 
t 


On dit que f est Gâteaux-differentiable en a si les dérivées directionnelles §^(a) sont 
définies pour tout v G E et si de plus l’application §y(o) est linéaire. 


Définition 1.3.4 Soit f une fonction définie sur un ouvert U de M n et à valeurs dans 
W. Si f admet en a une dérivée suivant le i-ème vecteur a de la base canonique de M n , 
on dit que f admet une dérivée partielle dans la direction Xi et l’on note Jfr(a) 
la dérivée de f en a suivant le vecteur . 


Remarques : 

(1) Lorsque / ne dépend que de 2 ou 3 variables, on utilise souvent la notation (x,y) (resp. 
( x,y,z )) au lieu de ( xi,X 2 ) (resp. (x\,X 2 ,xs)) et les dérivées partielles sont notées fy(a), 
% (a), etc. 
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(2) Le vecteur §£~{a) n’est autre que la dérivée en a* de la i-ème application partielle de / 
en a. 

(3) Lorsque / est à valeurs réelles, on peut facilement donner une interprétation géométrique 
de §£~{a) ■ c’est la pente de la tangente en (a, /(a)) à la courbe obtenue en faisant 
l’intersection des hyperplans Xj = dj (j / i) avec le graphe de /. 

Si / admet une dérivée partielle selon la variable Xi , il est clair qu’il en est de même de toutes 
ses fonctions composantes, ce qui justifie la définition suivante. 

Définition 1.3.5 Soit U un ouvert de M n , a 6 L et f une application de U dans M p . Suppo¬ 
sons que toutes les dérivées partielles de f en a soient définies et notons fj = nj o f la j-ème 
application composante de f. Alors tous les fj admettent des dérivées partielles en a suivant 
toutes les directions données par la base canonique, et la matrice suivante de Af p , n (M) : 



($£(“) 

b£(“) •• 


Df(a) Ü f 

Ê(») 

Ü(«) •• 

• l£( a ) 


Æ(») 

iiw •• 



est appelée matrice jacobienne de f en a. 

Si p = n, le déterminant de la matrice jacobienne est appelé jacobien. On le note Jac/(o) 
ou n^ 1 ’ '^ n \ (a). On a donc 

D(xi,— ,x n ) v > 

Jac /(a) = —-^4-(a) = detDf(a). 

U\X 1 , • • • , X n ) 


Exemples : 

(1) Pour une fonction / de K dans M, la matrice jacobienne se réduit à une matrice carrée 
de taille 1 que l’on peut identifier à la dérivée /'(a). 

(2) Pour une fonction / de W 1 dans M, la matrice jacobienne est un vecteur ligne. La trans¬ 
posée de ce vecteur ligne est un vecteur colonne appelé gradient de /. On le note V /. 

(3) Donnons un exemple concret de calcul de matrice jacobienne. 

Soit / : (x,y) e-> (sin(x 2 + y 2 ),xy). La fonction / admet des dérivées partielles suivant 

. D[fi, J2) , 2 2 \ / 2 , 2 \ 

et — - -- = 2(x -r)cos(x z +y z ). 

D[x,y) 


x et y pour tout (x, y) G M 2 et l’on a : 


Df{x, y) = 


2 xcos (x 2 +y 2 ) 2 ycos(x 2 +y 2 ) 
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Chapitre 2 

Différentiabilité 


Ici encore, E désigne un M-espace vectoriel de dimension n et F, un M-espace vectoriel de 
dimension p. 


2.1 Définition de la différentiabilité 


Rappel : Soit / une fonction d’un intervalle ouvert I de M à valeurs dans M, et a un point 
de I. On dit que / est dérivable en a s’il existe un nombre f'(a ) tel que 


( 2 . 1 ) 


lim f(a + h)-f{a) 
h-> 0 h 


fia). 


Sauf si n = 1, donner un sens à la limite ci-dessus pour une fonction allant d’un ouvert U de 
M n à valeurs dans MP paraît délicat. 

L’idée intuitive à conserver de la notion de dérivée est celle de meilleure approximation. 

La relation (2.1) stipule que pour une fonction f de M dans M dérivable en a, la fonction 
x i—► /(a) + (x — a)f'(a) est la meilleure approximation affine de / : 

Um f(x)~ (f{a) + (x-a)f , {a)) = Q 
x—*a x — a 


C’est le bon point de vue à considérer pour pouvoir généraliser la notion de dérivabilité (que 
l’on appellera plutôt différentiabilité) au cas d’une fonction de n variables ou plus généralement 
au cas d’une fonction d’un ouvert U de E et à valeurs dans F 1 . 


Proposition 2.1.1 Soit f G F (U, F) avec U ouvert de E, et a un point de U. On dit que f 
est différentiable en a s’il existe une application linéaire L G C(E;F) telle que 

Um II f(x)~ (f(a) + L(x-a))\\ F = Q 
x ->a \\x — a|| E 

L’application L est alors unique et est appelée différentielle de f en a. On la note df(a). 

Preuve : Supposons que / admette deux différentielles L et L' en a. Alors pour tout e > 0, 
il existe r/ > 0 tel que pour h G B( 0, rj) , on ait 

Il f(a + h) - /(a) - L{h)\\ F < e\\h\\ E et \\f(a + h) - /(a) - L\h)\\ F < e\\h\\ E - 

1 Dans tout ce cours de licence, on se limitera à des e.v. de dimension finie. De ce fait, il suffit de demander à la 
différentielle définie ci-dessous d’être linéaire, le caractère continu étant automatiquement assuré pas la définition 
finie. Mais la plupart des notions introduites ici peuvent se généraliser à des espaces vectoriels normés généraux. 
Le lecteur intéressé pourra consulter les ouvrages cités dans la bibliographie. 
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On en déduit que 

Vh e B(0,r,),\\(L - L')(h)\\ F <2e\\h\\ E . 

Comme L — L' est linéaire, la relation ci-dessus est en fait vraie pour tout h G E . 

Il ne reste plus qu’à faire tendre e vers 0 pour conclure que L = L '. ■ 

Remarques : 

(1) La relation (2.2) se récrit souvent 

/(a + h) = /(a) + df(a)(h) + o F (h) 


où o f désigne une fonction définie sur un voisinage de 0, à valeurs dans F et telle que 


r o F (h) 

“o \\h\\ E 


= 0 . 


(2) L’image du vecteur h G E par df(a) est notée df(a)(h) ou parfois df(a) ■ h. 

(3) Si / est différentiable en tout point de U, on peut considérer l’application 


df 


U i—* £(E;E) 
x i—> df(x). 


C’est donc une fonction de E (E; £(E; F)) dont on peut étudier les propriétés de continuité. 
Si df est continue sur U. on dit que / est continûment différentiable sur U ou encore 
que / est de classe C 1 sur U. 

Exemples : 

(1) Différentielle d’une application linéaire. Soit / G £(E; F). Alors pour tout a G E, pour 
tout h G E, on a 

f(a + h) - /(a) = f(h). 


Donc df(a)(h) = f(h). 


En particulier, comme c’ 


haque application 7 q est une forme linéaire sur MP , on a diTi = ni 


(2) Différentielle d’une application affine. Si / G F(E\ F) est de la forme f(x) = yo + L(x) 
avec yo G F et L G C{E\ F) , alors on a df(a) = L pour tout a G E. 

En appliquant ce résultat à 


(R —> M n 

Tj : l 3 

[ t I—♦ (0, ,0,^T',0, ••• ,0) 

on obtient donc = Tj . 

(3) Différentielle d’une application bilinéaire. Soit E\ , E 2 et F trois espaces vectoriels de 
dimension finie et B une application bilinéaire de E\ x E 2 dans F. Alors on a 

V(x, y) G E 1 XE 2 , y (h, k ) G E 1 XE 2 , B(x + h,y + k) — B(x, y) — B(h, y) — B(x, k ) = B (h, k ). 

Comme B est continue (nous sommes en dimension finie), il existe M > 0 tel que 
\\B(h,k)\\ G < M||/i|| El ||A;|| £ ; 2 . Autrement dit, \\B(h,k)\\ G = 0(\\(h, k)\\ 2 EixE2 ). 

Enfin, l’application (h,k) B(h,y) + B(x,k) est linéaire de E\ x E 2 dans F. Donc B 
est différentiable sur E\ x E 2 et 


y (h, k) G Ei x E 2 , dB(x, y) (h, k) = B(x, k) + B(h , y). 





2.1. DÉFINITION DE LA DIFFÉRENTIABILITÉ 
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Exercice : Soit E\, ■ ■ ■ , E k et F des espaces vectoriels de dimension finie et G : E\ x• ■ ■ x E k 
F une application A:-linéaire. Montrer que G est différentiable en tout point et que 


V(aq,- • ■ ,x k ) G EiX-'-xEk, • • • ,h k ) G Ei x - ■ ■ x E k , 

dG(x i,--- ,x k )(hi, ■ ■ ■ ,h k ) = G(h\,X 2 , ■ ■ ■ 1 x k ) + G(xi, h 2 , ■ ■ ■ ,x k )-\ - ,x fc _i ,h k ). 

Proposition 2.1.2 Soit f G F {U. F) avec U ouvert de E , et a un point de U . On a 
(%) f différentiable en a =>■ f continue en a. 

(ii) f différentiable en a => f Gâteaux-différentiable en a. De plus, on a 

Vu G E , ^(a) = df(a)(v). 

Preuve : Si / est différentiable en a alors il existe une fonction e définie sur un voisinage V 
de 0 , à valeurs dans F et tendant vers 0 en 0 telle que 


V/ï G V, f(a + h) — f(a) — df(a)(h) = \\h\\ E s(h). 

On en déduit que h i—> f(a + h) — f(a) — df(a)(h) est continue en 0. Comme df(a) est elle- 
même une application continue et nulle en 0 (car linéaire), on conclut que f(a + h) — f(a) 
tend vers 0 quand h tend vers 0 , ce qui entraîne la continuité de f en a. 

Pour montrer le deuxième point, il suffit de prendre h de la forme tv dans la définition 
de la différentiabilité et l’on trouve ||(a) = df(a)(v) ce qui assure bien la linéarité de 
l’application v e-> g£(a). ■ 

En appliquant le point (ii) au cas où / est une fonction de M n dans M p , on obtient le résultat 
suivant : 

Proposition 2.1.3 Soit f : U C M n —» M p une application différentiable en a. Alors 
toutes les dérivées partielles §^f(a) de f sont définies et l'on a pour tout h G M n (en 
identifiant h avec la matrice colonne de mêmes composantes) : 

df(a)(h) = Df(a ) • h. 

Autrement dit, la matrice de df(a ) par rapport aux bases canoniques de M n et est la 
matrice jacobienne Df(a). 

Remarque : Pour une fonction de M dans MP , la proposition ci-dessus permet de faire le lien 
entre les notions de dérivabilité et de différentiabilité. Plus précisément, une fonction / : M —► MP 
est dérivable en a si et seulement si elle est différentiable en a, et l’on a alors 

y h G M, df(a)(h) = hf(a). 


Attention : Les réciproques des deux implications de la proposition 2.1.2 sont fausses en général. 
En particulier, ce n’est pas parce que toutes les dérivées partielles de / en a sont définies que 
/ est automatiquement différentiable en a. Pour s’en convaincre, le lecteur pourra étudier la 
différentiabilité de la fonction 


/ : 


(x,y) 


f si (x,y)fi(0 ,0), 

\0 si (x,y)fi( 0,0). 


Au chapitre 3, nous donnerons des conditions suffisantes sur les dérivées partielles pour assurer 
la différentiabilité. 
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CHAPITRE 2. DIFFERENTIABILITE 


2.2 Propriétés classiques 

Proposition 2.2.1 Soit U un ouvert de E et f, g deux fonctions de F(U;F) différentiables 
en un point a de U. Alors pour tout (A, fi) G M 2 , la fonction Xf+pg est différentiable en a et 
l’on a 

d{Xf + pg){a) = Xdf (a) + pdg(a). 

Preuve : En revenant à la définition de la différentiabilité de / et de g en a , on constate que 

lim II (A f{x) + figjx)) - (A/(a) + gg{a)) - ( Xdf(a)(x - a) + gdg(a)(x - a)) ||f _ Q 

x —> a \\x — a||£; 

Comme l’application h i—> A df(a)(h) + gdg(a)(h) est linéaire, on obtient bien le résultat 
souhaité. ■ 

Théorème 2.2.2 (de composition) Soit E , F, G trois espaces vectoriels de dimension finie. 
Soit U un ouvert de E et V un ouvert de F. Soit enfin a G U, / G F (U; V ) et g G F(V] G). 
Supposons que f soit différentiable en a et que g soit différentiable en f(a). Alors g o f est 
différentiable en a et l’on a 

d{g o f)(a) = dg(f(a)) o df(a). 


Preuve : Comme f est différentiable en a, on a 

/(a + h) - f(a) = df(a)(h ) + o F (h). 

De même, comme g est différentiable en /(a), on a 

g{f(a) + k) - g{f{a)) = dg{f{a)){k) + o G (k). 

Si l’on choisit justement k = f(a + h) — f(a) , on obtient donc compte tenu du fait que 
dg(f(a)) et df(a) sont des applications linéaires continues : 

g{f(a + h))-g(f(a)) = dg{f{a)){f{a + h)-f{a)) + o G {f(a + h)-f{a)), 

= dg(f(a))(df(a)(h)) + o G {h). 


Exemples : 

(1) Soit f : U c M n MP différentiable en oGfi. Soit h > 0 et 7 une application de ] — h, h[ 
à valeurs dans U dérivable en 0 et telle que 7 ( 0 ) = a 2 . Notons v = 7 ^ 0 ). 

Alors le théorème de composition assure que / 07 est dérivable en 0 et que l’on a 


(fo 7 )'(0) = df(a)( t'(O)) = 777 ( 0 )- 


Si l’on choisit q(f) = a + tv , on retrouve la définition de la dérivée suivant le vecteur v. 

(2) Soit E, F, G et H quatre espaces vectoriels de dimension finie, U un ouvert de E et 
a G U. Soit B une application bilinéaire de F x G dans H, f G F (U ; F) et g G F(U] G). 
Si f et g sont différentiables en a alors l’application 'h : x 1 —> B(f(x),g(x)) aussi et l’on a 

V/i G E, d^f(a)(h) = dB(f(a),g(a))(df(a)(h),dg(a)(h)), 

= B(df(a)(h),g{a)) + B(f(a),dg(a)(h)). 


2 Autrement dit, le graphe de 7 est une courbe de R n passant par le point a. 
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Dans le cas où F = G = H, si l’on note l’application bilinéaire B,ona donc la formule 
suivante 


(2.3) 


V7i G E, d(f * g) (a) (h) = ( df(a)(h )) * g (a) + f(a) * ( dg(a)(h )) 


qui peut être vue comme une généralisation de la formule de Leibniz ( fg)' = f g + fg' 
pour les fonctions de M dans M. 

Les exemples d’applications de la formule (2.3) sont nombreux : multiplication de matrices, 
produit scalaire, etc. On peut aisément la généraliser au cas multilinéaire. 


Corollaire 2.2.3 Soit U un ouvert de E. La fonction f : U —> MP est différentiable en a EU 
si et seulement si toutes ses applications composantes fi le sont. On a alors 

y h G E, df(a)(h) = (d/i(a)(ù), ■ ■ ■ ,df p (a)(h)). 

Preuve : On utilise fi = ni o f et le théorème de composition. ■ 


Corollaire 2.2.4 Soit U un ouvert de M n et V un ouvert de MP. Soit f : U —► V différentiable 
en a E U et g : V M 9 différentiable en f(a). Alors go f est différentiable en a et Ton a, au 
sens de la multiplication des matrices de .A4 9)P (M) par les matrices de _A4 p , n (M) : 


D{g o f)(a) = Dg(f(a )) Df(a). 


Autrement dit, 


VJ e {V-- Vz G {!,■■■ ,?}, ^ ^(/(a))^(o)- 


dxi 


k=l 


Preuve : Il suffit d’utiliser le fait que la matrice jacobienne d’une application différentiable 
n’est autre que la matrice de sa différentielle par rapport à la base canonique, et d’appliquer 
le théorème de composition. ■ 


2.3 La notation différentielle et les changements de variables 


Dans toute cette section, U désigne un ouvert de M n et /:[/—> M. Tous les résultats qui 
suivent se généralisent sans peine au cas d’une fonction à valeurs vectorielles : il suffit de les 
appliquer à chaque composante d’une telle application. 

Si l’on suppose / différentiable en a, nous avons vu que 


(2.4) 


il o n fl o r 

yh E M n , df(a)(h) = ^ 7 y-{a)hi = ^ ^~( a ) 7r *( /l )- 


i=l 


i=l 


En calcul différentiel, il est d’usage de noter dxi l’application 7 q et l’on obtient donc le résultat 
suivant : 


Proposition 2.3.1 Soit /:£/—> M différentiable en a. Alors on a la formule 


(2.5) 


d f( a ) = 

i=i 


df_ 

dxi 


(a) dxi. 
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CHAPITRE 2. DIFFERENTIABILITE 


La “popularité” de cette formule (que vous avez certainement rencontrée dans les cours de 
thermodynamique) tient à son “invariance par changement de variable”. 

En effet, considérons un ouvert V de et p : V —> U différentiable sur V. Supposons 
/ : U —> M différentiable sur U. Pour t G V, notons t = (ti, • ■ ■ , t p ) et les dérivées partielles 

de p.De même pour x G U, notons x = (aq, • • • ,x n ) et les dérivées partielles de /. 

D’après le théorème de composition, la fonction F = f o p est différentiable sur V et l’on a 

Vi € { 1 ,... V( € V, |^(t) = £ %(«»%(*). 

j = 1 J 

En notant dti la i-èrne application coordonnée sur R p , on a donc 


dF(t) = tt (t) dU = 


^ dL 

l=i * 


V" 


df 


,d<Pj 


= > 'AA t)dU 


df 


dx-j 




A du 

1=1 


du , 

i=1 D=1 J 7 i=i 

Mais la somme en i se trouvant dans le dernier terme n’est autre que la différentielle de < pj. 
Donc on a 


( 2 . 6 ) 


df 


n 

dF (t ) = X] ^7 (¥>(*)) Ab(A 

j=i 3 


On commet souvent l’abus de notation consistant à donner le même nom à la fonction f et à 
la fonction / o p en écrivant f(x) pour parler de / et f(t) pour parler de F. Pire, on écrit 
Xj = Xj{t ) pour parler de la fonction pj ! 

Cet abus est justifié dans la mesure où la formule (2.6) garantit que les dxi dans (2.5) se com¬ 
portent bien comme des différentielles et permet de gagner du temps dans les calculs. Néanmoins, 
cette convention, couramment employée en physique et en mathématiques appliquées peut être 
fort dangereuse et doit être utilisée avec précaution... En cas de doute, il est conseillé de se 
reporter aux formules du corollaire 2.2.4. 


Exemple : Coordonnées polaires. Soit / : 


une fonction différentiable et p : (p, 9) 


A {0} x M. On cherche à calculer la différentielle de F = f o p. 


(p cos 9, p sin 9) définie sur 
Méthode matricielle : 

On calcule la matrice jacobienne de p (qui est une matrice 2x2) et la matrice jacobienne de 
/ (c’est une matrice ligne à deux composantes) et on applique le théorème de composition 
pour déterminer la matrice jacobienne de F. 

Méthode différentielle : 


On part de l’expression de la différentielle de / : 
(2.7) 


/f d f J l A 
df = —dx+ — dy 

dx dy 


et l’on veut calculer ^ et ^ tels que la relation dF = ^ dp + d9 soit vérifiée. 
Notons (x, y) les composantes de p. on a 
dx dx 

dx = —— dp + — d9 = cos 9 dp — p sin 9 d9 
dp d9 


et 


du du 

dy = A dp + A d9 = sin 9 dp + p cos 9 d9. 
dp dO 


En reportant ces deux égalités dans (2.7), on obtient finalement 

dF(p,9) = g^(x, y) (cos 9 dp — psin 9 d9) + |^(x, y) (sin 9 dp + pcos 9 d9) , 

= (cos 9 ^(x, y) + sin (9 g (x, y)) dp + p(cos 9 §£(x, y) - sin 9 gj (x, y)) dû. 








Chapitre 3 


L’inégalité des accroissements finis 


3.1 Le cas d’une fonction numérique d’une variable réelle 

Pour une fonction de M dans M, nous disposons du résultat classique suivant apppelé égalité 
des accroissements finis : 

Théorème 3.1.1 Soit f une fonction continue de [a, b] dans M, et dérivable sur }a,b[. Alors 
il existe c G]a,6[ tel que 

_ f(b) ~ f(a) = ( b-a)f(c ). _ 

Preuve : On pose ip(t) = f(t) — f(a) — k(t — a) où k est choisi de telle sorte que ip(b) = 0. 
Comme on a bien sûr ip(a) = 0 (quel que soit le choix de k), on peut appliquer le théorème 
de Rolle. On en déduit l’existence d’un c G]a, &[ tel que <p'(c) = 0. Un calcul immédiat 
montre que (p'(c) = 0 si et seulement si k = f(c) . Comme par ailleurs 

k = f(b) - f(a) 
b — a 


on obtient bien le résultat voulu. 


Théorème 3.1.2 Soit f une fonction continue d’un intervalle ouvert I de M et à valeurs dans 
M. Supposons f dérivable sur I à dérivée bornée et notons M = sup teJ \f'(t)\. Alors on a 

(3.1) V(æ,y) € 1 2 , \f{y) - f(x) \ < M\x - y\. 


Preuve : Soit (x, y) € I 2 . L’égalité des accroissements finis assure l’existence d’un z € I tel 
que 

f{y ) - f{x) = (y-x)f(z). 


Pour conclure, il suffit de prendre la valeur absolue des deux membres de l’égalité et 
d’utiliser le fait que \ f(z) \ < M. ■ 


3.2 Le théorème des accroissements finis pour les fonctions de 
plusieurs variables 

Commençons par rappeler la définition d’un segment d’un espace vectoriel réel. 

Définition 3.2.1 Soit E un e.v. sur M et (a, b ) G E 2 . On appelle segment fermé d’extrémités 
a et b l’ensemble 

[a, b] = {z G E | 3t G [0,1], z = ta + (1 — t)b}. 
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CHAPITRE 3. L’INÉGALITÉ DES ACCROISSEMENTS FINIS 


On appelle segment ouvert d’extrémités a et b l’ensemble 

]a, b[ = {z G E | 3t G]0,1[, z = ta + (1 — t)b}. 

L’égalité des accroissements finis se généralise facilement aux fonctions de plusieurs variables à 
valeurs réelles : 

Théorème 3.2.2 Soit f une fonction continue sur un ouvert U de E et à valeurs réelles . Soit 
(a, b) G U 2 tel que [a, b] C U. Supposons f différentiable en tout point de ]a,b[. Alors il existe 
c G] a, b[ tel que 

f(b) ~ /(a) = df(c)(b — a). 

Preuve : Pour t G [0,1], on pose tp(t) = f(a + t(b — a)). Grâce au théorème de composition, 
<p est continue sur [0,1], dérivable sur ]0,1[ et <p'(t) = df(a + t(b — a))(b — a ). L’égalité 
des accroissements finis “classique” s’applique donc à ip et donne le résultat voulu. ■ 

Considérons l’application suivante : 

f M —> M 2 

^ ' [ t i—* (cost, sint). 

Il est clair que <^(0) = <y?(27r). Pourtant tf/ ne s’annule jamais sur [0, 27 t] . 

Cet exemple simple montre que pour les fonctions à valeurs vectorielles , il n’y a aucun espoir 
d’avoir une égalité des accroissements finis similaire à celle du cas réel. 

En revanche, l’inégalité des accroissements finis demeure vraie. Avant de l’énoncer dans le 
cas général, rappelons que la norme d’une application linéaire continue de E vers F est définie 
par 

.déf n , \ 11 IN®)||f 

11114111= sup ||u(x)||f = sup —TT—TT-. 

I|x||g = l X^éo II'DI-E 

L’inégalité des accroissements finis pour les fonctions de E dans F peut alors se généraliser 
ainsi : 

Théorème 3.2.3 Soit f une fonction continue sur un ouvert U de E et à valeurs dans F. 
Supposons f différentiable sur le segment ouvert ]a,b[ de U et 

M= sup |||d/(a + t(b — a))||| < +oo. 
te]o,i[ 

Alors on a l’inégalité suivante : 

_ »/(&)-/(a)||F<M||b-q|| Æ . _ 

Preuve : Soit / vérifiant les hypothèses de l’énoncé. Supposons de plus a b (sinon le 
résultat est trivial) et / différentiable en a avec |||d/(a)||| < M. Fixons e > 0. Soit 

A e = {t G [0,1] | || f(a + t(b-a)) - f(a)\\ F < (.M + e)t\\b - a|| E }. 

Pour t G [0,1], notons g e (t) = (M + é)t\\b — a ||e ~ ||/(a + t(b — a)) — f(a) ||f • 
Remarquons que A e = Comme / est continue sur U , l’application g e est conti¬ 

nue sur [0,1]. L’ensemble A e est donc un fermé de [0,1]. Il est non vide car contient 0, 
et évidemment borné. Donc A e admet un plus grand élément to . 

On veut montrer que to = 1. Supposons par l’absurde que to < 1- Alors on a 


Vf G]t 0 ,1], || f(a + t(b - a)) - /(a)||F > (M + e)t\\b - a\\ E - 
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En soustrayant l’inégalité 


|| f(a + t 0 (b-a)) - f(a)\\ F < (M + e)t 0 || 6 - a|| E , 


et en appliquant la deuxième inégalité triangulaire, on conclut que 


(3.2) Vf G]f 0 ,l], || f(a + t(b- a)) - f(a + t 0 (b-a))\\ F > (M + e)(t - t 0 ) ||6 - a\\ E - 


Or 


lim f(a + t(b - a)) - f(a + tp(b - a)) 
<—>*0 t — tç) 


df(a + to(b — a)) (b — a). 


En vertu de (3.2), on a donc \\\df(a + to(b — a))\\\ > M + e, ce qui est contraire aux 
hypothèses. On conclut que 1 G A e et il ne reste plus qu’à faire tendre e vers 0 pour 
obtenir le résultat voulu. ■ 


Remarque : Le cas où / n’est pas différentiable en a se traite en appliquant le résultat 
précédent sur le segment [a + 77(6 — a), b] (avec le même M ) puis en faisant tendre rj vers 0 . 


3.3 Quelques applications de l’inégalité des accroissements finis 


En pratique, il est souvent plus facile de calculer des dérivées partielles que d’établir la 
différentiabilité. Nous avons déjà souligné le fait que l’existence de toutes les dérivées partielles 
en un point n’entraînait pas forcément la différentiabilité. Nous disposons heureusement du 
résultat suivant qui permet de conclure à la différentiabilité dans la plupart des cas : 


Théorème 3.3.1 Soit f G IF {JJ, M p ) avec U ouvert de M n et a un point de U. Supposons 
que toutes les dérivées partielles de f existent au voisinage de a et soient continues en a. 
Alors f est différentiable en a et l’on a 


V/i G E, df{a){h) = 


E 


8/ 

dxi 


(' a)hi. 


Preuve : Soit h = (hi, ■ ■ ■ , h n ) G R n . on a 


f(a + h) - f(a) - ^2 a)hi = /(ai + /ii,a 2 ,- • • ,a n ) - f(a 1 ,a 2 ,-- • ,a n ) - /ii^(a) 


i= 1 


+ 


df 


/(ai + h±,ü 2 + h 2 , 03 , • • • , a n ) — /(ai + hi,a 2 , • • • , a n ) — h 2F .— (a) 

OX 2 


+ 


• + 


dx,\ 


df 


/(a 1 P h 1 , • • • , a n + h n ) /(ai + h\ , • , a n _ 1 H- h n — 1 , a n ) h n (a) 


Fixons un e > 0. Remarquons que t /(t, a 2 , ■ ■ ■ , a n ) n’est autre que la première appli¬ 
cation partielle associée à / en a qui, par hypothèse, est dérivable en ai. Par conséquent, 
il existe r/i > 0 tel que 


V /11 G] - 771,771 [, 


/(ai + hi,a 2 , • • • 


t a n) f (®i > a2, 


? ^n 


_/ K 

11 dx 1 



< t\hi 


Remarquons ensuite que le deuxième terme entre crochets peut se récrire 2 ) — 7?/n(0) 


ri d f 

<PhAt) = /(ai + hi,a 2 + t,a 3 , ■ ■ ■ ,a n ) -t-^-(a). 

ox 2 


avec 
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La fonction est dérivable près de 0, et l’on a pour t assez petit 


. df . , 

ThAÉ) = Q^{ai + hi,a 2 + t,a 3 ,- 


) ÉL n ) 


df 

ÔX2 


(a). 


Grâce à la continuité des dérivées partielles en 0, il existe donc 772 > 0 tel que pour tout 
(hi,h 2 ) G] ??2 ) 772[ 2 on ait \\p'(t)\\ F < e. 

En vertu du théorème des accroissements finis, on a donc pour tout (h \, h 2 ) G] — 772 , 772 [ 2 , 


f(ai + h\, a 2 +h 2l 03 , • • • , a n ) — f(ai + hi,a 2 , ■ • • , a n ) — h 2 



< e\h 2 \. 


Les termes suivants se traitent de même. En posant 77 = min(77i,--- , %), on obtient 
finalement 


y h G M 71 


max | hi | 
ie{i,- ,n} 


< 77 


f{a + h) - f(a) - ^2 §^~( a ) h i 


2=1 


dxi 


2=1 


d’où le résultat. 


Remarque : Si les hypothèses du théorème 3.3.1 sont vérifiées, on dit que / est continûment 
différentiable en a. 


Corollaire 3.3.2 Soit U un ouvert de R n . La fonction f : U —> M p est de classe C 1 sur U 
si et seulement si f et toutes ses dérivées partielles sont définies et continues sur U. 


Preuve : ==>■ Supposons f de classe C 1 . Alors on sait déjà que toutes ses dérivées partielles 
sont définies et l’on a de plus, en notant (ei, • ■ • ,e n ) la base canonique de M n , 

Vz G (1, • • - ,n}, ^~( a ) = df(a)(ci). 

On en déduit que pour tout (a, b) G U 2 , 




En revenant à la définition de 


df /i\ df 

tef b) ~ tef a) 


on a donc 

< Il \df(b) - df(a )HI ||ei||E, 


ce qui assure la continuité de l’application sur U. 

•<== D’après le théorème 3.3.1, / est différentiable sur U et l’on a 

Væ G U, df(x ) = ^2 0 111 ’ 


2=1 


Comme 7 Tj et sont des fonctions continues, le théorème de composition assure la 


continuité de df sur U. 


Proposition 3.3.3 Soit U un ouvert de E, a G U et f G P(U;F) une application continue 
sur U et différentiable sur U\{a}. Si de plus df(x) admet une limite L G £(E;F) quand x 
tend vers a alors f est différentiable en a et df(a) = L. 
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Preuve : Posons <f>{x) = f(x) — L{x). Il suffit de démontrer que <f> est différentiable en a et 
que d<f>(a) = 0. 

Fixons e > 0. Par hypothèse, d<f>(x) tend vers 0 quand x tend vers a. Il existe donc r/ > 0 
tel que |||d(/>(y)||| < e pour tout y G B(a,rj). 

En appliquant l’inégalité des accroissements finis, on trouve donc 

My G B(a,rj), ||< j>(y) - (f>(a)\\ F < e ||y - a\\ E , 

et l’on conclut que cf> est différentiable en a et que dfi(a) = 0 . ■ 

Il est bien connu que pour une fonction définie et dérivable sur un intervalle de M être constant 
est équivalent à la nullité de la dérivée. Nous souhaitons généraliser ce résultat aux fonctions de 
plusieurs variables. Pour ce faire, nous avons besoin d’introduire la notion de connexité 1 . 

Définition 3.3.4 Soit (a,b) G E 2 . On dit que la partie T de E est une ligne polygonale 
d’extrémités a et b s’il existe un nombre fini de points ao, • • • ,a,k+i de E tels que 

ao = a, afc + i = b et T = [ao, ai] U • • • U [a*,, a^+i]. 

Définition 3.3.5 Soit U un ouvert de E. On dit que que U est connexe si pour tout couple 
(a, b) de points de U il existe une ligne polygonale d’extrémités a et b contenue dans U. 

Exemple important : On dit qu’une partie A de M n est convexe si pour tout couple (x , y) 
de points de A le segment fermé [x, y] est inclus dans A. 

Vu la définition de connexité, il est clair que tout ouvert convexe est connexe. 

Théorème 3.3.6 Soit U un ouvert de E et f G F(U\F). 

(i) Si f est constante sur U alors f est différentiable sur U et de différentielle nulle en tout 
point. 

(ii) Si de plus U est connexe et f est différentiable sur U de différentielle nulle alors f est 
constante sur U. 

Preuve : De la définition de la différentielle, on déduit facilement que si / est constante alors 

df = 0. 

Pour prouver (ii), fixons deux points a et b de U. Il s’agit de montrer que f(b) = /(a). 
Comme U est connexe, il existe un nombre fini de points ao, • • • , ak+i de E tels que ao = a, 
ak- i-i = b et [aj , üj + 1 ] C U pour tout j G {0, • ■ ■ , k}. La différentielle de / est nulle sur 
chaque segment [aj, aj + 1 ]. On peut donc appliquer l’inégalité des accroissements finis avec 
M = 0 et conclure que /(a J+ i) = f(aj ) pour tout j G {0, • • • , k}. Donc f(b) = /(a). ■ 

Pour terminer ce chapitre, donnons une application hors-programme de l’inégalité des accrois¬ 
sements finis à la différentiation des suites de fonctions. 

Théorème 3.3.7 Soit U un ouvert convexe de E et a un point de U. Considérons une suite 
Un) n6 pj d’applications de U dans F vérifiant : 

(i) Un{a))nëN converge dans F, 

(ii) chaque f n est différentiable sur U, 

(iii) (d/n)neN converge uniformément sur tout borné de U vers une fonction g : U —> C(E\ F)). 

Alors il existe une fonction f différentiable sur U de différentielle g et telle que (,/ n )neN 
converge simplement vers f sur U, et uniformément sur toute partie bornée de U. 

1 Dans ce cours, nous nous limiterons à la définition de la connexité pour les ouverts. Pour la définition dans le 
cas général, on pourra se reporter à [ 3 ]. 
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CHAPITRE 3. L’INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS 


Preuve : 1ère étape : Convergence de la suite vers une fonction /. 

Soit A une partie bornée de E . On peut sans nuire à la généralité se limiter au cas où A 
est l’intersection de U avec une boule ouverte de rayon M > 0 et de centre a (si bien que 
A est convexe). 

En vertu de (m), la suite (df n ) n vérifie le critère de Cauchy uniforme sur A. Donc il 
existe un rang IV e N tel que pour q > N et r > N, on ait 

Vx G A, III dfr(x) - dfq(x )III < 2 ^. 

Fixons (x, xo) G A 2 . En appliquant l’inégalité des accroissements finis à la fonction f r — f q 
entre x et xq , on obtient 

(3.3) Il fr{x) - fq(x) - fr{x 0 ) + f q (x 0 )\\ F < ^:||x - X 0 \\ E - 

En choisissant xo = a, et en appliquant la deuxième inégalité triangulaire, on obtient donc, 
compte tenu de ||x — a||s < M, 

Il fr(x) - fq{x)\\ F < | + ||/r(o) - fq(a)\\ F . 

En utilisant maintenant l’hypothèse (i), on conclut que (f r (x)) r eN est une suite de Cauchy 
de F' i] donc converge vers une limite /(x). 

En faisant tendre q vers l’infini dans l’inégalité ci-dessus, on constate de plus que la 
convergence est uniforme sur A. Comme chaque f r est continue (car différentiable), nous 
en concluons que / est continue sur U. 

2ème étape : Étude de la différentiabilité de /. 

Fixons xo G U et posons A = U (~l B(x o, 1). on a pour tout q G N et x G A, 

Il/(x) - f(x 0 ) - g(x o)(x - x 0 )||f < || (f(x) - /(x 0 )) - (f q (x) - f q (x 0 ))\\ F 

+ 11 fq(x) - fq(x o) - dfq(x 0 )(x ~ X 0 )||f + \\(df q (x 0 ) - ^(^o))^ ~ X 0 )||f. 

En faisant tendre r vers +oo dans (3.3), on sait qu’il existe q\ G N tel que pour q > qi, 
le premier terme du membre de droite soit inférieur à |||x — xo||s pour tout xGi. 

En vertu de l’hypothèse (m), il existe q -2 G N tel que le dernier terme soit inférieur à 
|||x — Xo|| E pour tout x G A et q > q^- 

Posons q = max^i,^)- La différentiabilité de f q assure que pour q > 0 assez petit, le 
second terme est aussi inférieur à |||x — xo||f pour tout x G B(x o, q ). 

Finalement, on a donc 

Vx G B(x 0 ,r]), ||/(x) f (x 0 ) -5 (^o)(æ-x 0 )||F < e||x-x 0 || B , 

d’où la différentiabilité de / en xo, avec df(x o) = g(x o). ■ 

Remarques : 

• Si l’on remplace l’hypothèse différentiable par C 1 , la conclusion du théorème ci-dessus 
demeure avec C 1 au lieu de différentiable. 

• Nous laissons au lecteur le soin d’établir un résultat analogue pour les séries de fonctions 
différentiables (ou C 1 ). 



Chapitre 4 


Différentielles d’ordre supérieur 


4.1 Définitions 

Nous avons vu qu’à toute fonction / G E(U;F) différentiable sur U on pouvait associer sa 
différentielle df qui est une fonction de J 7 (U] C(E\ F)) . Comme C(E\ F) est lui-même un espace 
vectoriel normé de dimension finie, on peut s’interroger sur la continuité ou la différentiabilité de 
df en tant que fonction de U vers C(E; F) ce qui conduit naturellement à la définition suivante : 

Définition 4.1.1 Soit f G F(U]F) et a G U. On dit que f est deux fois différentiable en 
a si f est différentiable sur un voisinage de a et si df est elle-même différentiable en a. 

On dit que f est deux fois différentiable sur U si f est deux fois différentiable en tout point 
de U. 

Remarques : 

• La différentielle seconde [d(df)](a) est donc une application linéaire de E dans C(E; F). 
Par conséquent, pour tout h G E , [d(df)](a)(h) est une application linéaire de E vers F. 
Il est d’usage de confondre [d(df)](a) avec l’application bilinéaire de E x E dans F notée 
d 2 f(a) et définie par la formule : 

V(M) e E x E, d 2 f(a)(h, k) = {[d(df)](a)(h)}(k). 

• Si m d 2 f(x) est une fonction continue de U vers C?(E x E;F), on dit que / est de 
classe C 2 . 

• Si la différentielle seconde d’une fonction / est elle-même différentiable, on dit que / 
est trois fois différentiable. Il est d’usage d’identifier la différentielle troisième avec une 
application trilinéaire de E x E x E vers F notée d 3 f(a). 

En suivant le même procédé, on peut définir la différentielle d’ordre k, d k f{a) qui est 
assimilée à une application de C k (E k ] F) . Si de plus x d k f(x) est continue, on dit que 
/ est de classe C k . 

Exemples : 1) Pour une fonction / : M —> F l’existence de la différentielle seconde en un point 
est équivalente à l’existence de la dérivée seconde. On a de plus la formule : 

V(M) e K 2 , d 2 f(a)(h, k) = hkf"(a). 

2) Soit B une application bilinéaire de Êx Ë vers F. Dans le chapitre 2, on a vu que 
V(xi,X 2 ) G E 2 , V(/ii, hf) G E 2 , dB(xi,X 2 )(hi,h, 2 ) = -B(æi,/i 2 ) + B(hi, xf). 

Pour (/ii, /i 2 ) fixé, la différentielle de l’application f : (xi,æ 2 ) Bfxi^hf) + Bfhi^xf) est 

d(j)(xi,X2)(ki, k2) = B(ki,h 2 ) + B(hi,k 2 ). 
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CHAPITRE 4. DIFFÉRENTIELLES D’ORDRE SUPÉRIEUR 


On conclut que pour tout x G E x E , 

d 2 B(x)(h, k ) = 5(£q, /i 2 ) + B(h\, fc 2 ), 

avec la notation évidente h = (h\, hf) et k = (k\, kf ). 

On retiendra que la différentielle seconde d’une application bilinéaire est constante. 

Théorème 4.1.2 Soit U un ouvert de E et f G E(U]F) une application deux fois différen¬ 
tiable en a & U. Alors d 2 f(a) est bilinéaire symétrique. 

Preuve : Il s’agit de montrer que d 2 f(a)(h,k ) = d 2 f(a)(k,h) pour tout (h,k) G E 2 . Pour 
cela, on définit la quantité 

A (h, k ) = f(a + h + k) - f(a + h) - f(a + k) + f(a) 

qui peut être interprétée comme une différence finie d’ordre deux autour de a et l’on 
cherche à établir que A (h,k) ~ d 2 f(a)(h, k) pour (h,k) —> (0,0). En utilisant le fait que 
A (h, k) = A {k, h ), nous obtiendrons alors d 2 f(a)(h , k) = d 2 f(a)(k , h ). 

Fixons un e > 0. Par définition de la différentiabilité de df en a, il existe ?/ > 0 tel que 
V7i G 5(0,2?/), III df{a + h) - df(a) - [d(df)](a)(h )||| < e\\h\\ E - 
on a donc par définition de la norme triple, 

(4.1) V7i G 5(0, rj), \Jk G E \\df(a + h)(k ) - df(a)(k) - d 2 f(a)(h, k)\\ F < e\\h\\ E \\k\\ E . 
Fixons (h,k) G 5(0,?/) x 5(0,?/). Pour t G [0,1], posons 

ip(t) = f(a + h + tk) — f(a + tk) — t.d 2 f(a)(h , k). 

La fonction fi est dérivable sur [0,1] et un calcul facile montre que 

fi'(t)= (df(a+h+tk)—df(a))(k)—d 2 f(a)(h+tk,k) — (df(aLt.k)—df(a))(k)—d 2 f(a)(tk,k) . 

En conséquence, d’après (4.1), on a 

Vi G [0,1], \\fi'(t)\\ F < e(||h||£ + 2||fe|| E )||fc|| £; . 

En appliquant le théorème des accroissements finis à fi entre 0 et 1 et en remarquant que 
fi( 1) — fi(0) = A (h, k) — d 2 f(a)(h , k ), on conclut donc que 

]|A (h, k) - d 2 f(a)(h, k)\\ F < 2e(\\h\\ E + \\k\\ E ) 2 - 

En échangeant les rôles de h et k et en utilisant la symétrie de A, on obtient également 

||A(M) -d 2 f(a){k,h)\\ F < 2e(\\h\\E+\\k\\E) 2 . 

Donc, en vertu de la deuxième inégalité triangulaire, 

V(h, k) G 5(0, rf) x 5(0, ?/), || d 2 f(a)(h, k ) - d 2 f(a)(k, h)\\ F < 4e(\\h\\ E + \\k\\ E ) 2 . 

Comme d 2 f(a) est bilinéaire, l’inégalité ci-dessus est en fait valable pour tout (h, k) G E 2 . 
Il ne reste plus qu’à faire tendre e vers 0 pour conclure à l’égalité de d 2 f(a)(h, k) et de 
d 2 f(a){k,h). m 

Remarque : Plus généralement, on peut montrer que si / est k fois différentiable en a alors 
d k f(a ) est k -linéaire symétrique, c’est-à-dire que pour toute permutation cr de {l,--- , k\ et 
pour tout (ài, • • • , hfi) G E k , on a 

d k f(a)(h a{ i), • • • , K {k) ) = d k f(a)(h u • • • , h k ). 

La preuve est du même type et repose sur l’utilisation de différences finies d’ordre k. 



4.2. DÉRIVÉES PARTIELLES D’ORDRE SUPÉRIEUR 
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4.2 Dérivées partielles d’ordre supérieur 


Dans cette section, nous nous limitons pour simplifier à l’étude d’une application / définie 
sur un ouvert U de et à valeurs dans M. 

Nous avons déjà vu que / est de classe C 1 sur U si et seulement si toutes ses dérivées 
partielles sont des fonctions définies et continues sur U. 

Si la j-èrne application partielle associée à est elle-même dérivable en a, sa dérivée est 
notée Qx Q x .. ( a ) ( ou Pl us simplement |^£(a) si i = j). En appliquant la formule (2.4) à / puis 
à chaque dérivée partielle , on obtient aisément le résultat suivant : 


Proposition 4.2.1 Soit f : U — * M différentiable sur U et deux fois différentiable en a G U. 
Alors toutes les dérivées partielles d’ordre deux de f sont définies et l’on a 

y (h, k) eTx M n , d 2 f(a)(h, k) = ^ 1 ( a)hikj . 

(J JL 2 yJ JL 4 
i,j=i j 

De la formule ci-dessus et de la symétrie de l’application bilinéaire d 2 f(a), on déduit le résultat 
important suivant : 


llipUl LdllL DUlVdllL . 

Théorème 4.2.2 (de Schwarz) Soit U un ouvert de M n et f G une application 

deux fois différentiable en a G U. Alors toutes les dérivées partielles d ’ordre deux sont définies 
en a et l’on a 

V(i,j)e{l,--.,n} 2 , fLL {a) = AE(.a). 


)éfinition 4.2.3 Soit f G une fonction dont toutes les dérivées partielles d’ordre deux 

définies en a. Alors la matrice 

/ Sw ÆtM ■■■ Am\ 


d-hv = 




d 2 f 



■' ( 
dx n dx 1 V 

Sf(“> ' 

d 2 f ( 
dx n dx2 ' 

dx 2 dx n (“) 

•• s<« 


Remarque 4.2.4 En identifiant h G M n et k G M n aux vecteurs colonnes de mêmes compo¬ 
santes, on obtient la relation suivante entre d 2 f(a ) et D 2 f(a ) : 

(4.2) V(/i, k) GR"x M n , d 2 f(a)(h, k) = T hD 2 f(a)k. 

Autrement dit, D 2 f(a) est la matrice de la forme bilinéaire d 2 f(a) par rapport à la base cano¬ 
nique de M n . Le théorème de Schwarz assure de plus que la matrice hessienne est symétrique. 

Si la j-èrne application partielle associée à et la î-èrne application partielle associée à 
sont simultanément dérivables en a, on peut légitimement se demander s’il y a toujours égalité 
entre d ^.g x . (a) et dx J x (a) • On vient de voir que cela est vrai lorsque d 2 f(a) est définie. 

En pratique malheureusement, il est souvent plus facile de calculer des dérivées partielles 
d’ordre deux que d’établir qu’une fonction est deux fois différentiable. L’existence de toutes 
les dérivées partielles d’ordre deux en un point ne garantit pas la différentiabilité 
d’ordre deux en ce point. 


exosup.com 


page facebook 
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CHAPITRE 4. DIFFÉRENTIELLES D’ORDRE SUPÉRIEUR 


Le résultat suivant montre que la conclusion du théorème de Schwarz demeure sous des 
hypothèses - moins fortes que la différentiabilité d’ordre deux - portant uniquement sur les 
dérivées partielles. Pour simplifier, nous nous limitons au cas d’une fonction de deux variables. 

Théorème 4.2.5 Soit U un ouvert de M 2 , (xq, yo) G U et f : U —* M. On suppose que , 

% et Sjjih sont définies sur U et que est continue en (xo,yo) ■ Alors J^(xo,yo) existe 
également et l’on a 

d 2 f d 2 f 

Tr-^-(xo,yo) = w-^-(xo,2/o)- 
dxdy dydx 

Preuve : Pour simplifier les notations, supposons que (xo, yo) = (0, 0). On pose i = ^^(0,0). 
Soit 7] > 0 tel que pour tout (x, y) G M 2 vérifiant max(|x|, |y|) < y, on ait 


d 2 f 

dydx 


(x,y) ~ l 


< e. 


Pour (h,k) G [—r/, 77 ] 2 , posons 


A (h, k) = f(h, k) - f(h, 0) - /(0, k) + /(0,0). 


En appliquant l’égalité des accroissements finis à l’application x 1 —> f(x, k) — f(x, 0), on 
obtient 6 g] 0,1 [ tel que 

A (h,k) = h(^f(9h,k)-^f(eh,0) 

\ox ax 

Les hypothèses de l’énoncé assurent que la fonction y 1 —> y) est dérivable sur [0, rj\. 

En appliquant à nouveau l’égalité des accroissements finis, on trouve donc un 9' g] 0, 1] tel 
que 

Q 2 f 

A (h,k) = hk—fi—(9h, 6'k). 
oyox 

On en déduit que pour tout couple (h, k ) de réels non nuis tels que max(|/t|, |fc|) <?|,ona 

|A(M) 


hk 


-I 


< e. 


Par ailleurs, 


A (h,k) _ 1 
hk h 


f(h, k) — f(h, 0) /(0, k) — /(0, 0) 


k 


En faisant tendre k vers 0, on en déduit que 

1 

h 


\h\ < y 




k 


G \I — e, I + e]. 


Comme e > 0 est arbitraire, on conclut que est dérivable par rapport à x en 0, de 
dérivée égale kl. ■ 

Exercice : Montrer que la fonction / définie sur M 2 par /(x, y) = xy j si (x, y) fi (0,0) 

et /( 0 , 0 ) = 0 admet des dérivées partielles d’ordre 2 en tout point mais que 

d 2 f d 2 f 

-(0,0)/w-i-(0,0). 


dxdy dydx 

Pour les dérivées partielles d’ordre supérieur ou égal à deux, le lecteur retiendra le résultat 
suivant qui se démontre en appliquant le théorème de Schwarz de façon itérée et le corollaire 
3.3.2 : 
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Théorème 4.2.6 Une fonction f : U —> M est de classe C k sur U si et seulement si toutes 
ses dérivées partielles d'ordre inférieur ou égal à k sont définies et continues sur U. on a 
alors pour toute permutation a de {!,••• , k}, 


Qkf 


dx ai ■ ■ ■ dx ak 


(a) 


d k f 

dx a<7W ‘■■dx aa(k) (a)‘ 


Remarque : En raisonnant composante par composante, on peut facilement généraliser les 
résultats de cette section aux fonctions à valeurs vectorielles. 


4.3 Formules de Taylor 

4.3.1 Formule de Taylor avec reste intégral 

Commençons par rappeler la formule de Taylor avec reste intégral pour les fonctions de M 
dans M : 


Théorème 4.3.1 Soit I un intervalle de M et (a, h) G M 2 tel que a et a + h soient dans I. 
Soit p G N et f G C P+1 (/;M). Alors on a la formule suivante : 


P uk r.ju+1 r 1 

f(a + h) = f(a) + ^ T 7 f {k) (a) + — / (1 - t) p f^ p+1 \a + th) 

èî kl P ! J o 


dt. 


Preuve : Supposons que h fi 0 (sinon la formule est triviale). Si / est de classe C 1 , on a 

ra-\-h 

f(a + h) - f(a) = / f’{y ) dy. 

J a 

En posant y = a + th , on obtient donc 

(4.3) /(a + h) — f(a) = h [ f{a + th) dt, 

J o 

qui est la formule voulue dans le cas p = 0. 

Dans le cas général, on applique la formule d’intégration par parties itérée à la fonction 1 
que l’on intègre successivement en (t — 1), (t — l) 2 /2, etc, et à la fonction t >—>■ f\a + th). 
Il vient 

J 1 f(a+th)dt= ^(- hf ~ l (t ~ ! 1) ' / W (« + ^) + ( ~ 1 ' > , P/ ' P J\t-l) p f {p+1 \a+th)dt. 

4=1 _ o 

Après quelques simplifications faciles, on obtient le résultat voulu. ■ 

Donnons maintenant la généralisation de la formule de Taylor avec reste intégral aux fonctions 
de plusieurs variables. 

Théorème 4.3.2 Soit U un ouvert de E et (a, h) G E 2 tel que [a,a+h] C U. Soit f G y(t/;M) 
une fonction de classe C p+l . Alors on a 


f(a + h) = f(a) + 


r' d k f( a )( h r-- ,h) f 1 (1 - t) 


k =1 


k\ 


+ 


I o P- 


-d p+1 f(a + th)(h, ■ ■ ■ ,h)dt. 
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Preuve : Pour t G [0,1], on définit ip(t) = f(a + th ). Grâce au théorème de composition, on 
établit que p est définie et de classe C p+1 sur [0,1] et que l’on a 


p'(t) = df(a + th)(h), 
p"(t) = d 2 f(a + th)(h , h), 


p( p+1 \t) = d p+1 f(a + th)(h, ■ ■ ■ ,h). 


Comme (p est une fonction de [0,1] dans M de classe C p , on peut lui appliquer la formule 
de Taylor avec reste intégral pour les fonctions d’une seule variable, entre 0 et 1. Cela 
donne 


¥>(i) = J2 


<pW( 0) 


k =0 


kl 


+ 


(1 f P p( p+1 \t)dt. 

pl 


Il ne reste plus qu’à remplacer les p' J ' 1 par leur valeur pour obtenir l’égalité souhaitée. 


Remarque : En appliquant le résultat ci-dessus composante par composante, on peut généraliser 
la formule de Taylor d’ordre 2 avec reste intégral au cas d’une fonction à valeurs vectorielles. 


Exemple : Pour une fonction C 2 de M n dans M, la formule de Taylor avec reste intégral se 
récrit : 


f(a + h) = /(o) + ^/ii^(o)+ hihj f (1 - t) ^ f {a + th) dt. 
i =1 1 i,j =1 ^ 1 3 


4.3.2 Formule de Taylor-Lagrange 

La formule de Taylor-Lagrange est une généralisation de l’égalité des accroissements finis 
mettant en jeu les dérivées d’ordre inférieur ou égal à p + 1. 

Théorème 4.3.3 Soit U un ouvert de E et (a, h) G E 2 tel que [a,a+h] C U. Soit f G .F(Î7;M) 
une fonction p + 1 fois différentiable sur U. Alors il existe 9 g] 0,1[ tel que 

/(„ + h) - /(.) + ± -■*) + d,+lp “f eh ff ■■■•'■> . 

^ kl (jp+ 1 )! 

Preuve : On introduit à nouveau la fonction p : t i—> /(a + th) et on lui applique la formule 
de Taylor-Lagrange pour les fonctions numériques d’une variable réelle. ■ 

Exemple : Pour une fonction deux fois différentiable de M n dans M, la formule de Taylor- 
Lagrange d’ordre 2 se lit : 

TV r\ /> -j Tl n2 _p 

f(a + h) = f(a) + ^g~( Q ) + ô hih I g x g x ( a + avec 

i =1 1 i, j=l 1 ^ 

Corollaire 4.3.4 Soit f G T{U\ M) une fonction p+ 1 fois différentiable sur U. Supposons 
que [a, b] C U et que d p+1 f soit bornée par un réel M > 0 sur ]a,b[. Alors on a l’inégalité 
suivante : 

m - /(«) - 1 ikp ^- ’ b - p 

k= 1 

Preuve : on applique la formule de Taylor-Lagrange h f et l’on utilise le fait que 


< M 


Il b~ a 


ip+i 

I E 


{p + 1)! 


| d p+1 f{a + 6{b-a))(b~a,--- ,b-a) \ < M\\b - 
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Remarque : La formule de Taylor-Lagrange est fausse en général pour les fonctions à valeurs 
vectorielles. On remarquera en effet que cette formule à l’ordre 1 n’est autre que l’égalité des 
accroissements finis. En revanche, le corollaire ci-dessus peut se généraliser aux fonctions à 
valeurs vectorielles. La preuve s’inspire de celle de l’inégalité des accroissements finis. 


4.3.3 Formule de Taylor-Young 


Contrairement aux deux autres formules de Taylor, celle de Taylor-Young n’est pas exacte : 
c’est un développement asymptotique. 


Théorème 4.3.5 Soit U un ouvert de E et a G U . Soit f G P(U\F) une fonction de classe 
C p_1 sur U et p fois différentiable en a. Alors il existe un voisinage V de 0 et une fonction 
e : V —> F tendant vers 0 en 0 , tels que 

Mh G V, f(a + h) = f (a) + ^ ^-— + ^{h)\\h\\ p E . 

k= 1 


Preuve : La preuve se fait par récurrence sur p. 

Le cas p = 1 résulte de la définition de la différentiabilité. 

Soit p > 2. Supposons le résultat vrai pour p — 1 et prouvons-le pour p. Soit donc 
/ G P {U; F) une fonction de classe C p_1 qui est p fois différentiable en a. 

Fixons un h tel que [a, h] C U et posons 


9(t) 


f(a + th ) - Y 


k=1 


t k d k f(a)(h ,••• ,h) 
kl 


Vues les hypothèses, la fonction g est dérivable sur [0,1] et l’on a 

p f k -1 

g'{t) = df(a + th)(h) - Y TT—nj dfc /( a )(^ • • • , h), 

k= î ■ '' 

/ p ~ l f j . \ 

= idf(a + th) ,h)j(h). 

k j=o J ' ' 

En appliquant à df la formule de Taylor-Young d’ordre p — 1, on obtient l’existence d’un 
voisinage V de 0 (que l’on peut toujours supposer convexe) et d’une fonction e définie 
sur V tendant vers 0 en 0, tels que 


W G V, df(a + h') = df(a) + Y ^ + £ {h')\\h 


3 = 1 


Pour h G V , on peut appliquer la formule ci-dessus à /;/ = th et on obtient 

Vf G [0,1], Wg'mFKeithW^WhW^. 


p-i 

E 


Enfin, on remarque 

, u \ ti \ d k f{ a ){h, ■ ■ ■ , h) 

5(1) - 5(0) = /(a + h)~ /(a) - 2^-ri- 

k= 1 

et il ne reste plus qu’à appliquer l’inégalité des accroissements finis à g pour conclure. ■ 
Exemple : Pour une fonction C 1 de M n dans M, deux fois différentiable en a, la formule de 
Taylor-Young se récrit : 

Et n n -j El rj2 p 

f(a + h) = f{a) + Y h i-^r\ a ) + g h i h 3 Q x ^\ a ) + £ M\ h \\E- 

7 = 1 ^ f 4 = 1 ^ J 
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Chapitre 5 


Problèmes d’extrema 


Dans ce chapitre, U désigne un ouvert de l’e.v. E de dimension n et /, une fonction de U 
à valeurs dans M. 

5.1 Définitions 

Définition 5.1.1 Supposons f différentiable en a G U. On dit que la fonction f admet un 
point critique en a G U si df(a) = 0. 

Définition 5.1.2 Soit A une partie quelconque de E. On dit que f : A —> M admet un maxi¬ 
mum local en a G A s’il existe un voisinage V de a tel que 

\/x G V fl A, f(x) < f(a). 

Lorsque l'inégalité ci-dessus est vraie pour tout x G A, on dit que f admet un maximum 
global en a. 

On dit que f admet un minimum local en a G A s’il existe un voisinage V de a tel que 

\/x G V fl A, f{x) > /(a). 

Lorsque l’inégalité ci-dessus est vraie pour tout x G A, on dit que f admet un minimum global 
en a. 

Si les inégalités ci-dessus sont strictes pour i/ a, on parle de minimum (ou de maximum) 

strict. 

Remarque : Le mot extremum désigne un maximum ou un minimum. 

Le théorème suivant assure que tout minimum ou maximum d’une fonction différentiable est 
un point critique. 

Théorème 5.1.3 Soit U un ouvert de E. Supposons f différentiable en a G U. Si f 
admet un minimum ou un maximum local en a alors df(a) = 0. 

Preuve : Fixons v G E et considérons la fonction cp définie au voisinage de 0 par <p(t) = 
f(a + tv). Alors <p est dérivable en 0 de dérivée ^/(0) = df(a)(v). Par ailleurs p> admet 
un extremum en 0 donc y/(0) = 0 et l’on conclut donc que df(a)(v ) = 0. ■ 

Remarque : Réciproque fausse (même pour les fonctions de M dans M d’ailleurs). 

Attention : Pour une fonction / définie et continue sur un fermé F, et différentiable à l’intérieur 
de F 1 , le critère ci-dessus ne permet de détecter que les extrema intérieurs à F. Rien n’empêche 
/ d’avoir un minimum ou un maximum sur la frontière dF. Le lecteur pourra considérer la 
fonction f(x,y) = x 2 + y 2 définie sur le disque unité fermé pour s’en convaincre... 
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5.2 Résultats liés à la compacité 

Bien souvent, des arguments de compacité permettent de préciser la nature d’un point cri¬ 
tique. Rappelons tout d’abord ce résultat classique du cours de topologie : 

Théorème 5.2.1 Soit K une partie compacte 1 de E et f une fonction continue de K dans 
M. Alors f est bornée et atteint ses bornes. Plus précisément, il existe a G K et b G K tels que 

f(a) = inf f(x) = min /(x) et f(b) = sup f(x) = ma xf(x). 

xÇ:K xEK xEK xÇlK 

Preuve : Il suffit de se souvenir que l’image d’un compact par une application continue est 
un compact et qu’un ensemble compact est borné et contient ses bornes inférieures et 
supérieures. ■ 

Pour une fonction / définie sur E tout entier, on peut avoir recours au résultat suivant : 
Proposition 5.2.2 Soit f une fonction continue de E vers M telle que 

lim f(x) = Too. 

IMIs—*’ + OO 

Alors f est minorée et atteint son minimum. 

Preuve : Il existe un A > 0 tel que f(x) > /(O) pour ||x||e > A. La restriction g de 
/ à la boule fermée 6(0, A) est une application continue sur un compact. Donc elle est 
minorée et atteint son minimum en un point a G .6(0, A). on a donc /(a) < f(x) pour tout 
x G 6(0, A), et, en particulier, /(a) < /(O). Comme par définition de A, on a f(x) > /(O) 
pour \\x\\e > A, on peut maintenant conclure que / admet un minimum global en a. ■ 

Remarque : En changeant / en —/, on établit qu’une fonction / tendant vers —oo à l’infini 
est majorée et atteint son maximum. 


5.3 Cas des fonctions deux fois différentiables 

Dans le cas E = W 1 (pour simplifier), l’étude de la matrice hessienne peut permettre de 
préciser la nature d’un point critique d’une fonction deux fois différentiable : 

Théorème 5.3.1 Soit f : U —> M une fonction différentiable sur l’ouvert U. Soit a un 
point critique de f. Supposons de plus que f soit deux fois différentiable en a. 

(i) Si D 2 f(a) est définie positive (resp. définie négative) alors f admet un minimum 
(resp. maximum) local strict en a. 

(ii) Si f admet un minimum (resp. maximum) local en a alors D 2 f(a) est positive 
(resp. négative). 

(ni) Si D 2 f(a) nest ni positive ni négative alors f n’admet pas d’extremum en a. On\ 
dit que f admet un point selle en a. 

Preuve : Munissons M n de la norme euclidienne canonique || • j|. On applique la formule 
de Taylor-Young d’ordre 2 en a. Sachant que df(a) = 0, il vient pour tout h dans un 
voisinage V de 0 : 

1 n f 

(5.1) f{a + h)~ f(a) = -^ hihj dxdx ^ + 

0=1 * 3 

1 C’est-à-dire fermée bornée puisque l’on travaille en dimension finie. 
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La somme du terme de droite (sans le facteur 1/2) est l’image du couple (h, h) par la 
forme quadratique de matrice D 2 f(a). Si l’on suppose cette matrice définie positive, il 
existe donc un c > 0 tel que 

1 n A 2 f 

v/ier,j£ 2«HW*- 

i,j =1 1 3 

De plus il existe rj > 0 tel que pour tout h G M n vérifiant \\h\\ < 77 , le terme o(||/i|| 2 ) 
puisse être majoré par c||/i|| 2 . On conclut que 

V/i G 5( 0 , 77 ), f(a + h)~ f(a ) > c\\h\\ 2 

et donc / admet un minimum local strict en a. 

Réciproquement, si / admet un minimum local en a, le membre de droite de (5.1) doit 
être positif. Par définition du o(||/r|| 2 ), on en déduit que pour tout e > 0, il existe 77 > 0 
tel que 

n o2 f 

V/r G 5(0,77), 22 hihj dx dx \ a ) > - e ll /7 l| 2 - 

i,j= 1 1 3 

Par homogénéité, cette inégalité est en fait vraie pour tout h G R n . En faisant tendre e 
vers 0 , on conclut à la positivité de la matrice hessienne. 

En changeant / en —/, on obtient le résultat relatif au cas où / admet un maximum en 
a. 

Pour prouver le dernier point du théorème, on remarque d’abord que la matrice D 2 f(a) 
admet une valeur propre A~ < 0 et une valeur propre À + > 0. Notons h~ (resp. h + ) un 
vecteur propre de norme 1 pour la valeur propre A~ (resp. A + ). Donnons-nous également 
un e > 0 tel que e < min(|A _ |, A + ). La formule de Taylor d’ordre 2 en a nous donne un 
77 > 0 tel que 

V/r G 5(0,77), /(a + h) - /(a)- hD f( a ) h < i e ||/i|| 2 . 

En appliquant cette inégalité à h = th~ avec |f| < 77 , on obtient 

|/(a + th~) - f(à) - A - 1 < e 1 -. 
d’où f(a + th~) — f(a ) < 0 pour \t\ < r] non nul. 

Un calcul similaire montre que f(a + t,h + ) — f(a) > 0 pour \t\ < 77 non nul. ■ 

Remarque : Si D 2 f(a) est positive ou négative mais non inversible, on ne peut pas conclure en 
général. Pour s’en convaincre, on pourra étudier la nature du point critique 0 pour les fonctions 
/ : (x, y) e-> x 2 + x A y et g : ( x , y) e-> x 2 + x 4 y 2 . 

Exemple : étude des points critiques d’une fonction de deux variables 

Théorème 5.3.2 Soit U un ouvert de R 2 , / : U —► M différentiable sur U et a G U un 
point critique de f. Supposons f deux fois différentiable en a et notons A (a) le hessien de 
f en a, c’est-à-dire le déterminant de la matrice hessienne de f en a. Alors on a les résultats 
suivants : 

(i) Si A (a) > 0, et g^(o) > 0 ou §^(a) > 0 alors f admet un minimum local strict en a. 

(ii) Si A (a) > 0, et §y?(a) < 0 ou § 777 ( 0 ) < 0 alors f admet un maximum local strict en a. 

(iii) Si A (a) < 0 alors f admet un point selle en a. 
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Preuve : Posons p = |^(a), q = J^(a) et r = jpjz{ci) de telle sorte que 

*'«■>=(;;)• 

Le polynôme caractéristique de D 2 f{a) est X 2 — (p + r)X +pr — q 2 . Ses deux racines A_ 
et À + sont réelles (car la matrice correspondante est symétrique) et vérifient 

A_ + A + = p + r et A_A + =pr — q 2 . 

Si l’on suppose que pr — q 2 > 0 alors A_ et A+ sont de même signe. Si de plus p > 0 
(cas (i)) alors on doit avoir r > 0 (puisque pr > q 2 ) et l’on a donc A_ > 0 et A + > 0 et 
D 2 f(a) est donc définie positive. D’après le théorème 5.3.1 / admet donc un minimum 
local strict en a. 

Si p < 0 (cas (ii)) alors on doit avoir r < 0 et l’on a donc A_ < 0 et A + < 0. Donc 
D 2 /(a) est définie négative. D’après le théorème 5.3.1 / admet donc un maximum local 
strict en a. 

Si pr — q 2 < 0, les deux valeurs propres de D 2 f(a) sont non nulles et de signe opposé. La 
fonction / a donc un point selle en a. ■ 


5.4 Conditions d’extrema dans le cas convexe 

Définition 5.4.1 Soit U une partie convexe de E. On dit que la fonction f G P{U\E) est 

convexe si 

V(x, y) G U 2 , Vf G [0,1], f(tx + (1 - t)y) < tf(x ) + (1 - t)f(y). 

On dit que f est strictement convexe si l’inégalité ci-dessus est stricte pour x j-y et t G]0,1[. 

On dit que f est concave (resp. strictement concave,) si — f est convexe (resp. strictement 
convexe). 

5.4.1 Résultats de convexité pour les fonctions d’une seule variable 

Le résultat suivant stipule que les pentes des segments reliant deux points du graphe d’une 
fonction convexe d’une seule variable réelle croissent avec les abscisses des points considérés. 
Cela constitue en fait une caractérisation des fonctions convexes d’une seule variable. 

Lemme 5.4.2 (des trois cordes) Soit f définie sur un intervalle I de M et à valeurs dans 
M. Alors f est convexe si et seulement si pour tout triplet (u,v,w) G I 3 tel que u < v < w on a 

, 52 ) f(v) ~ f(u) < /M ~ f(u) < /M - f{v) 

V — U — W — U — w — V 

De même, f est strictement convexe si et seulement si pour tout triplet ( u , v, w) G I 3 tel que 

u < v < w, les inégalités ci-dessus sont strictes. 

Preuve : Supposons / convexe et donnons-nous (u , v, w) G I 3 tel que u < v < w. Remarquons 

que v = tu + (1 — t)w avec t = (w — v)/{w — u). Or par convexité de /, on a 

f(v) < tf(u) + (1 — t)f(w) 

ce qui donne après multiplication par w — u, 

(w - u)f{v) <(w- v)f(u ) + (v - u)f(w). 

On en déduit aisément les deux inégalités de (5.2). 
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Réciproquement, supposons que / vérifie (5.2) et donnons-nous x < y et t G]0,1[. En 
appliquant l’inégalité de gauche de (5.2) a u = x, v = tx + (1 — t)y et w = y, on obtient 

f(tx + (1 - t)y) < tf(x ) + (1 - t)f{y). 


Donc / est bien convexe. 

Le cas strictement convexe se traite en remplaçant les inégalités par des inégalités strictes 
dans la preuve précédente. ■ 

Le résultat suivant assure que le graphe d’une fonction convexe dérivable se situe au-dessus 
de ses tangentes. 

Proposition 5.4.3 Soit f : I —* M dérivable en xq. 

(i) Si f est convexe alors on a 

Vx G I, f{x) > /(x 0 ) + {x - x Q )f'(x 0 ). 

(ii) Si f est strictement convexe alors on a 

Vx G I \ {x 0 }, /(x) > f (x 0 ) + (x - xo)/'(xo). 

Preuve : Supposons d’abord que x > xo- Soit h G]0,x — xo[. En appliquant l’inégalité de 

gauche du lemrne des trois cordes à / avec u = xo, v = xo + h et w = x, on obtient 

f(x o + h) - /(x q) < /(x) - /(x q) 
h ~ x — xo 

D’où l’inégalité voulue en faisant tendre h vers 0. 

Si x < xo, on applique l’inégalité de droite du lemrne des trois cordes en u = x, v = xo — h 
et w = xo avec h G]0, xo — x[. Il vient 

f(x q) - /(x q - h) > /(x) - /(x q) 
h ~ x — xo 

D’où l’inégalité voulue en faisant tendre h vers 0 (remarquer que multiplier par x — xq < 0 
change le sens de l’inégalité). 

Si / est strictement convexe et x > xo, on commence par fixer un x' G]xo, x [. On sait que 

, /M-/(*,) . 

x' — Xo 

Mais d’après le lemrne des trois cordes pour les fonctions strictement convexes, on a 

f(x') - /(x q) < /(x) - /(x q) 
x' — Xo X — Xo ’ 

d’où l’inégalité voulue. Le cas x < xo est similaire. ■ 

Donnons un corollaire fort utile du résultat précédent : 

Corollaire 5.4.4 Soit f : I —> M une fonction dérivable sur I. Alors f est convexe si et 
seulement si f est une fonction croissante, et f est strictement convexe si et seulement 
si f est strictement croissante. 
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Preuve : Supposons / convexe. Soit (xq,x) E 1 2 tel que xq < x. On applique la proposition 
précédente en xq puis en x et l’on obtient 

, { M - IM < /(x) , 

X — Xo 

Réciproquement, supposons f croissante et donnons-nous un couple ( x , y) tel que x < y 
et t E]0,1[. On a 


f{tx+{l-t)y) < tf(x)+(l-t)f(y) 


f(x+(l-t)(y-x)) - f(x) < f(y) - f(y+t(x-y)) 
1-t ~ t 


En vertu de l’égalité des accroissements finis, il existe c E]æ,x + (1 — t)(y 
]x+(l — t)(y — x),y[ tels que 

f(x + (l-t)(y-x))-f{x) = ^ y _ T )j'( c ) et /Ü/) ~ f{y + t(x- y)) = 


— æ)[ et d E 

(y ~ x )f'{d). 


Comme c < d, la croissance de f assure donc que f(tx + (1 — t)y) < tf(x) + (1 — t)f(y). 
Le cas strictement convexe se traite en remplaçant les inégalités larges par des inégalités 
strictes. ■ 

On en déduit immédiatement le résultat suivant : 

Corollaire 5.4.5 Soit f : I —► M une fonction deux fois dérivable sur I. Alors f est 
convexe si et seulement si f" > 0. 

Remarque : On ne peut pas caractériser la stricte convexité à l’aide de la dérivée seconde. On 
peut bien sûr affirmer que /" > 0 entraîne la stricte convexité mais la réciproque est fausse 
(considérer x x 4 ). 


5.4.2 Résultats de convexité pour les fonctions de plusieurs variables 

La propriété suivante des fonctions convexes se montre facilement par récurrence (exo : le 
faire). 

Proposition 5.4.6 Soit A un convexe de M n et f : A —> M une fonction convexe. Alors pour 
tout (aq, • • • , x p ) E A p et (eu, • • • , a p ) E [0, l] 2 vérifiant Ylï= î a i = on a 


f 


p 

E 

i =1 


OiiXi s 


P 

< !>/(*« 

i= 1 


Nous pouvons maintenant prouver le résultat suivant : 


Théorème 5.4.7 Soit f une fonction convexe définie sur un ouvert U de M n . Alors f est 
continue. 


Preuve : On munit R n de la norme ||x|| = ^, )=1 |aq| (ce qui n’influe en rien sur les propriétés 
de continuité de / puisqu’en dimension finie toutes les normes sont équivalentes). 

Fixons un b E U. Il s’agit de montrer la continuité de / en b. 

1. Réduction au cas /(O) = 0 et -B(0,1) C U. 

Quitte à considérer la fonction f(Xx+b) — f(b) avec À > 0 tel que B (b, À) C U, 

on peut se ramener à étudier la continuité en 0 pour une fonction convexe définie sur 
un ouvert contenant la boule unité fermée B( 0,1) et s’annulant en 0. On remarquera 
en effet que f et g sont simultanément convexes et que / est continue en b si et 
seulement si g est continue en 0. 
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2. Majoration de / sur 5(0,1). 

Notons a o l’origine et af = (0, • • • , 0,^±1^, O-- - ,0). On remarque que tout point 

i 

x = (aq, • • • , x n ) de B( 0,1) se décompose en 

n 

x = (1 — ||x||)ao + \xi\af avec Ci = “+” si Xi > 0 et e* = sinon. 
i =1 

Il est clair que 1 — ||x|| G [0,1], \xi\ G [0,1] pour i G {1, - - - ,n} et 1 — ||x|| + 
Yfd=\ N = 1- P ar convexité de / et comme /(ao) = 0, on a donc, d’après la 
proposition précédente, 

(5.3) f(x)<M\\x\\ avec Af = max(/(a|), • • • , /(a+), /(aj~), • • • , /(a“)). 


3. Fin de la preuve. 

En écrivant que 0 = § + on obtient 


On conclut que 

Donc / est continue en 0. 


f{x) > -f(-x) > —Af||x||. 
Vx G 5(0,1), | f (x) | < Af 11 x 11. 


Proposition 5.4.8 Soit U un ouvert convexe de W 1 et f : U —► M convexe et différentiable en 
a. Alors on a 

Vx G U , /(x) > /(a) + df(a)(x — a). 

Si f est strictement convexe et différentiable en a alors 

Vx G U, (x / a) 4 /(x) > /(a) + df(a)(x — a) 


Preuve : Soit x G U. L’ouvert U est convexe donc contient le segment [a,x]. Cela permet 
de définir la fonction 


f [o,i] 

\ t i—> f(a + t(x — a)) 


La fonction ip est convexe et dérivable en 0. On peut donc lui appliquer la proposition 
5.4.3 et l’on obtient en particulier 


¥>( 1 ) > ¥>( 0 ) + ¥>'( 0 ). 

Or <p(0) = f(a), <p{l) = /(x) et (/f(0) = df(a)(x — a). Donc on obtient l’inégalité voulue. 
Le cas strictement convexe se traite en remplaçant l’inégalité ci-dessus par une inégalité 
stricte. ■ 

Interprétation géométrique, si / : M —» M est convexe alors le graphe de / se situe au dessus 
de ses tangentes. Si / : M 2 —> M est convexe, le graphe de / (qui est une surface de M 3 ) se situe 
au dessus de ses plans tangents, etc. 

Pour une fonction deux fois différentiable, l’étude de la matrice hessienne peut donner des 
renseignements sur la convexité : 

Théorème 5.4.9 Soit U un ouvert convexe de M n et f : U —► M une fonction deux fois 
différentiable sur U. 
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(i) La fonction f est convexe si et seulement si D 2 f est une matrice positive en tout point. 

(ii) Si D 2 f est une matrice définie positive en tout point de U alors f est strictement convexe . 

(iii) f est convexe sur U si et seulement si 

(5.4) V(a, x) G U 2 , d 2 f(a)(x — a,x — a) >0. 

(iv) Si f vérifie 

V(a, x) G U 2 , (x a) =$■ d 2 f(a)(x — a,x — a) >0 
alors f est strictement convexe sur U. 

Preuve : Supposons / convexe et deux fois différentiable. Soit a G U et h 
t-o > 0 tel que ]a — t.^h, a + toh[c U. On pose alors p(t) = f(a + th) pour 
est immédiat que (p est convexe et deux fois dérivable. Donc on a p" > 0 
De plus, pour tout t G] — to,tç>[, on a p'(t) = df(a + th)(h). Donc 

(5.5) Vf G] — to, to[, p"(t) = d 2 f(a + th)(h, h), 
d’où d 2 f(a)(h,h) > 0. 

Comme h était arbitraire, on conclut que la forme bilinéaire symétrique d 2 f {a) est positive 
(ce qui est équivalent au fait que la matrice hessienne D 2 f(a) soit positive). 
Réciproquement, supposons que D 2 f(y) soit une matrice positive en tout point y de U. 
Soit (a, x) G U 2 tel que x fi a. En posant p(t) = f(a + t(x — a)) et en reprenant le calcul 
menant à (5.5), on obtient p" >0. Donc p est convexe. Cela assure en particulier que 

Vf G]0,1[, p(t) < (1 — t)</?(0) + tp( 1) 


G M n . Il existe 
t G] - i 0 ,*o[- H 


d’où 

Vf G]0,1[, f(a + t(x - a)) < (1 - t)f(a) + tf(x). 

Pour prouver (ii), il suffit de remplacer les inégalités par des inégalités strictes dans le 
calcul ci-dessus. 

La partie directe de (iii) découle de (i). Pour prouver la réciproque, on utilise le fait que 
si / vérifie (5.4) alors pour tout a G U, il existe y > 0 tel que 

V/i G . 6 ( 0 , 77 ), d 2 f(a)(h,h) > 0. 


En utilisant l’habituel raisonnement par homogénéité, on en déduit que l’inégalité ci-dessus 
est vraie pour tout h G M n . Donc d 2 f(a) est positive. D’après (i), f est donc convexe. 

La preuve de (iv) repose sur (ii). Les détails sont laissés au lecteur. ■ 

Remarque : En pratique, pour montrer qu’une fonction est convexe, on utilise souvent les faits 
évidents suivants : 

- La somme de fonctions convexes est une fonction convexe. 

Une combinaison linéaire à coefficients positifs de fonctions convexes est convexe. 

- Toute application linéaire ou affine à valeurs réelles est convexe. 

Toute forme quadratique positive est convexe. 

- La convexité est préservée par changement de variable affine. 
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5.4.3 Extrema des fonctions convexes 

Théorème 5.4.10 Soit A un ensemble convexe (non nécessairement ouvert) non vide et 
f une fonction convexe sur A. Soit a un point intérieur à A. Supposons que f admette 
un point critique en a. Alors f admet un minimum global en a. 

Si f est strictement convexe, ce minimum est strict. 


Preuve : Si A est ouvert, le résultat est une conséquence immédiate de la proposition 5.4.8. 
Etudions maintenant le cas général. Fixons une boule ouverte B non vide et centrée en 
a. Soit x un point de A. Pour t tendant vers 0, le point a + t(x — a) tend vers a. Donc 
il existe un to €]0,1[ tel que a + to(x — a) G B. La fonction / restreinte à l’ouvert B est 
encore convexe et vérifie df(a) = 0. D’après la proposition 5.4.8, on a donc 

f(a + t 0 (x- a)) > /(a). 

Mais par convexité de /, on a aussi 

f(a + t 0 (x - a)) < t 0 f(x) + (1 - t 0 )f(a). 

Donc /(a) < tof(x) + (l — to)f(a), ce qui entraîne visiblement f(x ) > f(a) puisque to > 0. 
Si / est strictement convexe, toutes les inégalités ci-dessus sont strictes pour i/a d’où 
la deuxième partie du théorème. ■ 

Remarque : Si / est concave, un résultat analogue est vrai en remplaçant minimum par 
maximum. 


5.5 Exemple d’étude d’extrema 

Soit / : A — > K une fonction. Indiquons comment procéder pour trouver les extrema de /. 

1. Propriétés de compacité 

Avant de se lancer dans le calcul de la matrice hessienne, il est prudent de vérifier si des 
arguments de compacité (du type théorème 5.2.1 ou proposition 5.2.2) ne permettent pas de 
conclure à l’existence d’au moins un extremum. 

2. Propriétés de convexité 

Si la fonction / est convexe, le théorème 5.4.10 assure l’existence (et éventuellement l’unicité) 
d’un extremum qui est en fait un minimum global. 

3. Condition nécessaire d’extremum en un point intérieur à A 

On calcule la jacobienne de / en tout point intérieur de A. Les points intérieurs où / admet 
un extremum sont à chercher parmi les points critiques, c’est-à-dire parmi les points a € A tels 
que Df(a ) = 0. 

4. Condition suffisante d’extremum en un point intérieur à A 

Dans les cas “favorables”, le calcul de D 2 f combiné au théorème 5.3.1 permet de sélectionner 
les points critiques qui sont des extrema, et de préciser s’il s’agit de minirna ou de maxirna. Le 
calcul de la valeur de / en ces points et, éventuellement, l’étude du comportement de / à l’infini 
(si A n’est pas borné) permet de distinguer les extrema locaux des extrema globaux. 
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5. Points se situant sur la frontière de A 


Si A n’est pas ouvert, il reste à examiner si / admet un extremum en un point situé sur 
la frontière de A. Il faut faire une étude au cas par cas. Des arguments de compacité peuvent 
éventuellement faciliter le raisonnement. 


Exemple : Soit / la fonction définie sur M 2 par f(x,y ) = x 4 + y 4 — 2{x — y) 2 . Cherchons à 
déterminer les extrema de / en suivant le schéma décrit ci-dessus. 

1. Pour ||(x,y)|| tendant vers l’infini, la fonction / se comporte comme x 4 + y 4 et tend donc 
vers l’infini. La proposition 5.2.2 assure donc que / admet (au moins) un minimum global. 

2. La fonction / est la différence de deux fonctions convexes ce qui ne permet pas d’affirmer 
qu’elle est convexe (un calcul plus poussé montrerait qu’elle ne l’est pas). 

3. On calcule 

df o df o 

— (x,y) =4x d -4(x-y) et — (x, y) = 4y 3 - 4(y - x). 

Donc Df(x , y) = 0 si et seulement si x 3 = x — y = —y 3 . Donc (x, y) est un point critique 
si et seulement si 


x = — y et x(x 2 — 2) = 0. 

Donc / a trois points critiques : 

(0,0), {y/2,-y/2) et {-y/2, y/2). 

4. On calcule 

/(0,0) = 0, f{y/2,-y/ 2) = -8 et f(-y/2,y/2) =-8. 

Donc / atteint son minimum global —8 en deux points : {y/2, —y/2) et {—y/2, y/2) . Reste 
à déterminer la nature du point (0,0). Pour cela, on peut calculer la hessienne de / : 


D 2 f{x,y) 


(I2x 2 - 4 4 \ 

V 4 12y 2 — 4j ' 


Malheureusement le hessien de / en {x, y) = (0,0) est nul, et le théorème 5.3.2 ne donne 
donc pas de renseignement sur la nature de (0, 0). 

On peut éviter le calcul (inutile ici) de D 2 f{ 0, 0) en remarquant que /(x, x) > 0 pour 
x/0 alors que /(x, —x) < 0 pour x assez petit, ce qui montre que (0, 0) n’est pas un 
extremum (il s’agit d’un point selle). 
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Chapitre 6 


Fonctions implicites et inversion 
locale 

6.1 Le théorème du point fixe 

Dans cette partie, nous présentons deux théorèmes de point fixe contractant. Pour simplifier, 
nous nous limitons à l’énoncé dans le cas d’une fonction définie sur un fermé d’un espace vectoriel 
normé de dimension finie. Nous renvoyons le lecteur à [5] ou [7] pour une formulation plus 
générale. 

Théorème 6.1.1 (du point fixe ou de Picard) Soit Y une partie fermée d’un e.v.n. F de 
dimension finie et $ une application k-contractante (c’est-à-dire k-lipschitzienne avec k < 1 ) 
de Y dans Y. Alors $ admet un unique point fixe. 

Preuve : L’unicité du point fixe est évidente. 

Pour montrer l’existence, fixons un point xq de Y. On définit alors la suite (x n ) n6 pj par 
la relation de récurrence 

Vn G N, x n+1 = <L(x n ). 

Par une récurrence immédiate, on établit que 

Vn G N, ||x n+ i — x n \\ f < k n \\x\ — xo||. 

En conséquence, on a pour tout n G N et p G N*, 

k n 

||*£n+p X n \\p fi — ^||xi X()||_F. 

Donc (x n ) n6 pj est une suite de Cauchy. Comme F est un e.v.n complet car de dimension 
finie, cette suite converge vers une limite x. L’hypothèse Y fermé assure que x G Y. Enfin, 
en passant à la limite dans la relation x n+ \ = 4>(x n ), on conclut que x = <L(x). ■ 

Pour démontrer le théorème des fonctions implicites, nous aurons besoin d’une version un peu 
plus sophistiquée du théorème du point fixe rendant compte de la dépendance continue par 
rapport à un paramètre. 

Théorème 6.1.2 (du point fixe à paramètre) Soit E et F deux e.v.n. de dimension finie. 
Soit A un sous-ensemble (quelconque) de E et Y une partie fermée de F. Soit : A x Y —> Y 
telle que pour tout y G Y l’application A i—> <h(A ,y) soit continue. Supposons de plus qu’il existe 
k < 1 tel que pour tout A € A, yi-> <L(A ,y) soit k-contractante. 

Alors pour tout A G A, il existe un unique y\ G X vérifiant &(\,y\) = y\ et l’application 
A y x est continue sur A. 
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Preuve : À A fixé, l’application y i—> <b(A,y) vérifie les hypothèses du théorème du point fixe 
donc il existe un unique y\ G Y vérifiant <b(A, y\) = y\. 

De plus, si (A,/x) 6 4 2 , on a (en notant || • \\e la norme sur E), 

\\y\~vA e = j|$(A ,y\) - 

< || C ^(A, 2 /a) - $(A ,y»)\\E + ||^ > (A,y j u) - 

< k\[yx - y A E + ||$(A, y A - ^{h.vAWe- 

De la dernière ligne, on déduit que 

hx-VnWE < ^3^||^(A,î/ m ) - ^{h,vA\\e- 

Or, à fi fixé, l’application A i—> ^(A,^) est continue. Donc on obtient 

fini \\y x - yAE = 0. 

A —> fi 


6.2 Le théorème des fonctions implicites 

Notation : Dans toute cette partie, E et F sont des e.v.n de dimension finie, et P désigne 
un ouvert de E x F. Pour / : P —> F différentiable et (x, y) G E x F, on note d y f(x,y) la 
différentielle partielle en ( x , y) de / par rapport à la seconde variable, c’est-à-dire la différentielle 
de l’application 

7 f Pi -* F 

Jx ' l y — f(x,y) t 

où P x = {y G F | ( x , y) G P}. On notera que P x est ouvert si bien que parler de différentiabilité 
de f x a bien un sens. 

Nous utiliserons également la notation d x f pour désigner la différentielle de / par rapport 
à la première variable. 

Théorème 6.2.1 (des fonctions implicites) Soit P un ouvert de E x F et f : P —> F une 
application de classe C 1 . 

Supposons qu’il existe ( xo,yo ) G P tel que f(xo,yo) = 0 et d y f(xo,yo ) soit un endomor¬ 
phisme inversible . Alors il existe un voisinage ouvert U de xq, un voisinage ouvert V de yo et 
une fonction : U —> V de classe C 1 tels que 

({x,y)eUxV et f(x,y) = oj <=> y = cp(x). 

De plus, 

(6.1) Væ G U, dip(x) = ~(dyf(x, <p(x))) 1 o d x f(x, <p(x)). 

Preuve : 1ère étape : Résolubilité locale de l’équation /(x, y) = 0 
Pour (x,y) G P, posons g(x,y) = y - (d y f(x 0l y 0 )y L f(x,y). 

Le théorème de composition assure que g est de classe C 1 sur P. De plus il est clair que 

f{x,y) = 0 4=>- g(x,y) = y. 

Donc notre problème se ramène à la détermination des points fixes de g avec x jouant 
le rôle d’un paramètre. Pour cela, nous allons faire appel au théorème du point fixe à 
paramètre après avoir vérifié qu’il s’applique à g. 
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Tout d’abord, g est clairement continue par rapport à la première variable. Ensuite, un 
calcul facile montre que 

V(x,y) G ü, d y g(x, y) = Id F - ( d y f(x 0 ,yo )) l d y f(x,y) 
si bien que d y g(xo,yo) = 0. Par continuité de d y g, il existe donc a > 0 tel que 

(\\x-x 0 \\ E <a et \\y - y 0 \\ F < a) =*> \\\d y g(x,y)\\\ < 

En vertu du théorème des accroissements finis, l’application g est donc 1/2-contractante 
par rapport à y sur le fermé B E (xo,a) x B F (yo,a). 

Par ailleurs, pour (x,y) G B E (xo,a ) x B F (yo,a), on a 

\\g(x,y) ~ Vo\\f = \\g{x,y) - g{x 0 ,y 0 )\\ F , 

< I \g(x,y) -g(x,y 0 )\\ F + \\g(x,yo) - g(x 0 ,yo)\\ F , 

< |||y ~ Vo\\F + \\g(x,yo) - g(x 0 ,yo)\\ F , 

< f + \\g(x,yo) - g(x 0 ,yo)\\ F . 

Par continuité de g, il existe a' > 0 tel que le dernier terme soit majoré par a/2 pour 
x G B f (xo, a’). L’application g restreinte à B F (xo,a') x B F (yo,a) est donc à valeurs 
dans B F (yo, a) et le théorème du point fixe à paramètre s’applique. 

On en déduit qu’il existe une application îp définie et continue sur B F (xo,a') à valeurs 
dans B F (yo,a) et telle que 

V(x, y) G B E (x 0 , a') x B F (y 0 , a), f(x, y) = 0 «=>- y = <p(x). 

Posons V = B F (yo,a) et U = Lp~ l (V). Comme Ip est continue, l’ensemble U est un 
ouvert. Il ne reste plus qu’à choisir pour tp l’application <p restreinte à U et à valeurs 
dans V. 

2ème étape : Différentiabilité de en xq 

Comme / est différentiable en (xo, yo) , il existe une application e définie sur un voisinage 
W de (0,0) et tendant vers 0 en (0,0) telle que 

V(h,k)eW, f(xoEh, yo+fc) = f(x 0 ,yo)+d x f(xo,yo){h)+d y f(xo 1 yo){k)+\\(h 1 k)\\ E xF£{h,k). 

Choisissons h = x — xq et k = p(x) — <p(xo). Comme (p est continue et vaut yo en x'o, il 
existe /3 > 0 et une application r/ définie sur B E (xo,/3) et tendant vers 0 en xo telle que 
pour tout x G B e (xq,/3 ) on ait 

f(x,<p(x)) - f(xo, yo) = d x f(x 0 ,yo)(x - x 0 ) 

+dyf(x 0 ,y 0 )(ip(x) - y 0 ) + ||(x - x 0 ,ip(x) - Vo)\\exF v(x). 

Par définition de ip , le membre de gauche est nul. Donc en appliquant d y f(xo,yo)~ 1 , on 
obtient 

p(x) - p(xo) = - [(d y f(x o, yo)) 1 o d x f(x 0 , yo)} (x - x 0 ) 

(6.2) +||(x - x 0 ,<p(x) - p(x 0 ))\\ E xF(d y f(x 0 ,yo)y 1 (v(x)). 

En utilisant la continuité des différentes applications linéaires mises en jeu, on montre 
l’existence de deux réels A, B > 0 tels que la norme du membre de droite soit majorée par 


(A + B\\t](x)\\ f )\\x - x 0 \\ E + B\\r}(x)\\ F \\tp(x) - p(xo)\\ F - 
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Quitte à diminuer P, on peut toujours supposer que B\\ï](x)\\f < 1/2 pour tout x G 
Be(xq,/3). Par conséquent, 

Vx G B e {x 0 ,/3), || p(x) - <p(x 0 )\\f < (2^4 + l)||x - x 0 \\ E - 

On conclut que le dernier terme du membre de droite de (6.2) est un o(||x — xo||b) puis 
que p est différentiable en xo avec 

dp{x 0 ) = - (dyf(x 0 ,yo)) 1 od x f(x 0 ,y 0 ). 

3ème étape : L’application p est C 1 

Comme d y f est continue et inversible en (xo,yo), l’application (x,y) det d y f(x,y) est 
continue et non nulle près de (xo,yo)- Par conséquent, quitte à diminuer le domaine de 
définition U de p, et V, on peut toujours supposer que d y f(x,y) est inversible pour tout 
(x,y) G U x V. En reprenant le raisonnement de l’étape précédente en x, on montre que 
p est différentiable en x et que 

dp(x) = ~(d y f(x,p(x)))~ 1 o d x f(x,<p(x)). 

Enfin, vu les hypothèses de continuité sur df , le membre de droite est continu, et l’on 
conclut que p est C 1 sur U. ■ 

Remarque : Si l’on remplace C 1 par C k dans le théorème ci-dessus, la fonction implicite p 
est de classe C k . Ses différentielles successives s’obtiennent en différentiant la formule (6.1). 

Exemples : 

1. La condition df y (xo,yo ) inversible est une condition suffisante mais pas nécessaire pour 
la résolubilité locale de l’équation f(x,y) = 0. Prenons le cas de la fonction / : (x, y) 

x — y 3 . Alors l’équation /(x,y) = 0 a une unique solution pour tout x G I. Il s’agit de 
y = \Jx. On remarquera toutefois que l’application x e-> \fx n’est pas C 1 au voisinage de 
0 car non dérivable en 0. 

2. Pour une fonction / : l 2 -» M de deux variables, la condition d y f(xo,yo) / 0 revient 
à dire que la tangente à la courbe de niveau /(x, y) = /(xo,yo) en (xo,yo) n’est pas 
verticale. 

3. Soit /: (x,y) x 2 +y 2 — 1 et (xo,yo) un point du cercle unité distinct de (1,0) et (—1,0). 

Le théorème des fonctions implicites assure la résolubilité locale de l’équation /(x, y) = 0 
près de (xo,yo)- Un calcul explicite donne pour solution p{x) = sgn(yo)Vl — x 2 . En 
revanche s’annule en (1,0) et (—1,0) et l’on constate effectivement que l’équation 
x 2 + y 2 — 1 = 0 a deux branches de solutions solutions (à savoir ± \/l — x 2 ) près de (1,0) 
et de (—1,0). 

4. La formule donnant dp en fonction de d x f et d y f se retrouve aisément en différentiant 
la relation 

Vx G U, /(x, p(x)) = 0. 

6.3 Extrema sous contraintes 

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié les extrema d’une fonction / définie sur un 
ouvert de M n . Nous avons vu que l’étude de df et de d 2 f permettait d’obtenir des conditions 
nécessaires et des conditions suffisantes d’extremum. 

Pour un ensemble T qui n’est pas ouvert, peut-on encore donner des critères permettant de 
déterminer les extrema de la restriction /|p de la fonction / à l’ensemble T ? 
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Dans cette section, nous donnons des éléments de réponse lorsque T est du type 1 g 1 ({0}) 
avec g fonction de W 1 à valeurs dans W. On parle alors d’extrema sous contraintes. 


6.3.1 Le cas d’une seule contrainte 

En guise d’échauffement, nous étudions d’abord le cas où la fonction g est à valeurs réelles. 
Géométriquement, F = g -1 ({0}) est une hypersurface de M n . On dit alors que F est défini 
à l’aide d’une seule contrainte et que l’on cherche les extrema de / sous la contrainte g = 0. 

Théorème 6.3.1 Soit U un ouvert de W 1 , f et g deux fonctions de classe C 1 sur U. Soit 
T = g -1 ({0}). Supposons que /|p admette un extremum local en un point a de T tel que 
dg(a) / 0. Alors il existe un unique A G M tel que 


d(f + A g) (a) = 0. 


Preuve : Notons a' = (ai,-- - ,a n -i) de telle sorte que a = ( a',a n ). Pour i Ç R", on pose 
x = (x 1 , x n ). Comme dg(a) 0, on peut, quitte à renuméroter les variables, supposer que 

Jpf( a ) ^ °- 

En vertu du théorème des fonctions implicites, il existe donc un voisinage P de a et une 
fonction <p de classe C 1 définie sur un voisinage V' de a' et telle que 

x G V O T x' G V' et x n = ip(x'). 

Pour x' G V’ , posons F(x') = f(x', p(x')). Dire que /|p a un extremum local en a revient 
à dire que F a un extremum local en a!. Par composition, F est de classe C 1 . Donc on 
doit avoir dF(a') = 0. Un calcul simple montre que cela est équivalent à 

w . _ X1 u d f i \ , d f f \ i i\ n 

* { aïl a) + arf a) a^ {a) = 0 - 

Par ailleurs, on a g(x', <p(x')) = 0 pour tout x' G V' donc 




dg , ^ , dg dy , 

(a) — ( „) = 0 . 


Donc on a bien d(f + A g) (a) = 0 avec 

A = 


jAL 

dx„ 

dg 

dxn 


(a) 

(a) 


Supposons maintenant qu’il existe un autre réel g tel que d(f + g g) (a) = 0. on a donc 
(A — n)dg{a) = 0. Comme dg(a) / 0, on doit avoir A = g. ■ 

Remarques : Le réel A est appelé multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte g = 0. 
Exemple : Cherchons les extrema de la fonction / : (x, y) i—> x + y restreinte à l’ensemble 
T = {{x, y) G M 2 | x 4 + y 4 = 1}. 

Par définition, F = 9 _1 ({0}) avec g(x, y) = x 4 + y 4 — 1. Il est clair que dg ne s’annule jamais 
sur T. Le théorème précédent nous assure donc que si /|p admet un extremum en (a, b) G F 
alors il existe A G M tel que d(f + Xg)(a, b) = 0. Un calcul immédiat montre que cette équation 
est équivalente à 

1 + 4Aa 3 = 0 et 1+4A6 3 = 0. 

1 Sous certaines conditions de non dégénérescence, F est un objet de dimension n — p appelé sous-variété. Nous 

renvoyons au cours de maîtrise ou à [2, 9, 10] pour plus de détails. 
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Le cas A = 0 est visiblement exclu. On en déduit alors facilement que a = b. Sachant que 
(a, b) G T, cela laisse pour seules possibilités (a, b) = (— 2 _ 3 ) ou (a, b) = ( 2 _ 4 ; 2 ~ 4 ). 

Réciproquement, T étant compact et / continue, on sait que / admet au moins un minimum 
global et un maximum global sur T. En calculant /(— 2 - E— 2 - 4 ) et /(— 2 ~ 4 ; — 2 “îon peut 
conclure que /|p atteint son minimum en (— 2 _ 4 ; — 2~±) et son maximum en (a, b) = ( 2 _ 4 ) 2 _ 4 ). 

Exercice : Déterminer les extrema locaux de la fonction / : (x, y, z ) i—> xe y+z restreinte à la 
sphère unité T : x 2 + y 2 + z 2 = 1. 

6.3.2 Le cas de plusieurs contraintes 

Nous considérons maintenant le cas où g est à valeurs dans M p . On note (<71 , - - - ,g p ) les 
composantes de g. 

Théorème 6.3.2 Soit U un ouvert de M n , f et g deux fonctions de classe C 1 sur U 
avec f à valeurs dans M et g à valeurs dans M p . Notons T = <7 _1 ({0}). 

Supposons que /| r admette un extremum local en un point a de T tel que dg(a) soit 
surjective. Alors il existe p réels Ai, • • • , \ p (appelés multiplicateurs de Lagrange) tels que 

p 

d{f + ^2 Xigi) (a) = 0 . 

1=1 

De plus, le p-uplet (Ai, • • • , A p ) est unique. 

Preuve : L’hypothèse de surjectivité de dg(a ) signifie que rg (dg(a)) = p. En conséquence il 
existe un sous-espace vectoriel F C M n de dimension p tel que M n = kerdg(a) 0 F et que 
la restriction dg(a)F de dg(a ) à F soit un isomorphisme de F sur MP. 

Quitte à faire un changement de variable 2 , on peut toujours supposer que ker dg(a) = 
M. n ~ p x {0} et F = {0} x M p . Pour x G M n , on pose x = ( y , z) avec y G M n ~ p et z G M p . 
De la même façon, on définit a = (b, c ) avec b G M n ~ p et cGl p . 

Comme g est C 1 , g(a) = 0 et d z g(a) est inversible, le théorème des fonctions implicites 
s’applique et nous fournit une application p définie et continue sur un voisinage ouvert U 
de 6 à valeurs dans un voisinage ouvert V de c et telle que 

V(y, z) eU xV, (y, z) G T z = ip(y). 

Les hypothèses montrent donc que l’application y 1 —> f(y, (p(y)) admet un extremum local 
en b. Par le théorème de composition, on a 

dyf(a) + d z f(a) o d<p(b) = 0 et d y g(a) + d z g(a) o dip(b) = 0 , 

d’où, puisque d z g(à) est inversible, 

d y f{a) - ( d z f(a) o (^(a))^ 1 ) o d y g(a) = 0. 

Remarquons que l’on a bien évidemment d z f(a) — ( d z f(a ) o (d 2 y(a)) _1 ) o d z g{a) = 0 donc 
finalement, 

df(a) - ( d z f(a ) o (d 2 y(a)) -1 ) o dg(a) = 0. 

2 On peut considérer un isomorphisme u : R” —> R” tel que it(ker dg(a)) = R n-P x {0} et u(F) = {0} x R p . 
On constate que d(g o u~ 1 )(a) = dg(a) o u~ x donc d(g o u~ 1 )(a) est un isomorphisme de {0} x R p sur R p . Par 
ailleurs, /|r a un extremum en o G P si et seulement si (/ o u~ )| u (r) a un extremum en u(a), et u(T) coïncide 
avec {x G R n , g o u~ 1 (x) = 0}. 
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L’application — d z f(a ) o ( d z g(a )) 1 est une forme linéaire sur MP. En vertu du théorème 
de représentation de Riesz, il existe donc un vecteur À de MP tel que 

V/i G M p , -d z f{a) o (, d z g(a))-\h ) = (A | h). 

En notant (Ai, • • • , A p ) les composantes de A et en constatant que pour k G M n , dg(a)(k ) 
est le vecteur de M p de composantes ( dg\(a)(k ), • • • , dg p (a)(k)), on conclut que 


df{a) + ^ A idgi(a) = 0. 


i— 1 


Supposons maintenant qu’il existe un autre p-uplet (gi, • • • , g v ) tel que 

p 

d(f + ^2 mgi) (a) = 0. 


i—1 


on a donc 


p 

E 

i= 1 


(A* - gi)dgi(a) = 0. 


Par surjectivité de dg(a), les formes linéaires dg\(a),--- ,dg p (a) sont linéairement indé¬ 
pendantes. Donc A i = gi pour tout i G {1, • • • ,p}. ■ 

Exemple : Soit / : (x, y, z) i—> x + z et T = g~ 1 ( 0,0) avec g(x, y , z) = ( x 2 + y 2 + z 2 — 1, z — y). 

On vérifie facilement que dg(x,y,z) est surjective pour tout ( x,y,z) G T. Une condition 
nécessaire d’extremum en (x, y , z) G Y est donc l’existence de (Ai, A 2 ) G R 2 tel que d(f + \\g± + 
^■ 292 )(x, y, z) = 0, ou encore 

1 + 2Aix = 0, 

2Aiy — A 2 = 0, 

1 + 2Ai z + A 2 = 0. 

De la première égalité, on déduit que Ai / 0 et en sommant les deux autres égalités, on obtient 
1 + 2 Ai (y + z) = 0. Comme 1 + 2Aix = 0, on peut maintenant déduire que x = y + z. Sachant 
que sur T, on a y = z et x 2 + y 2 + z 2 = 1, on conclut que /p ne peut avoir d’extremum qu’en 


r_y/6 _\/6 _\/ 6 \ (V6 VQ V6' 

Réciproquement, T étant compact et / continue, les deux points trouvés doivent correspondre à 
un minimum global et un maximal global. Un calcul rapide montre que /|p atteint son minimum 

(global) en (—et son maximum (global) en (yjly,y). 

6.3.3 Le cas convexe 

Dans le cas convexe, les conditions nécessaires d’extrema sous contraintes deviennent suffi¬ 
santes. Plus précisément, on a le résultat suivant : 


Théorème 6.3.3 Soit U un ouvert convexe de 


et g une application de U à valeurs dans 


M p . Soit f : U h-► M. Notons T = g : (0). Supposons qu’il existe un point a de T et un p-uplet 
(Ai, • • • , A p ) de tels que 

(i) Les fonctions f et g sont différentiables en a, 

(ii) La fonction f + ^f=i ^ i9i es t convexe, 

(iii) df(a) + Ylï=i \dgi(a ) = 0. 

Alors la fonction f restreinte à T admet un minimum global en a. 
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Preuve : Puisque la fonction h = f + ^iSi est convexe sur l’ouvert U, le théorème 5.4.10 
assure que h admet un minimum (global) en a. Donc a fortiori ù|p admet un minimum 
en a. Mais clairement /i|p = /|p d’où le résultat. ■ 

Remarques : 

Dans le cas convexe, les hypothèses sur g sont beaucoup moins fortes que dans le théorème 
6.3.2. Cela tient au fait que le résultat ne repose pas sur le théorème des fonctions implicites. 
- On remarquera que la condition / + Ylï= î ^i9i convexe est assurée dès que toutes les 

fonctions /, gi, • • ■ , g p sont convexes et À * > 0 pour tout i G {1, • • • ,p}. 

Exemple : Soit T le cercle unité de M 2 (défini par T = <? _1 ({0}) avec g(x,y) = x 2 + y 2 — 1, et 

/ : (x, y) ax + by oi'i a et b sont deux réels donnés tels que (a, b) / (0, 0). 

On vérifie que, pour (x,y) G T, on a 

d(f + Xg)(x,y) = 0 si et seulement si ay = bx et 2Xx = —a. 


On obtient alors les deux points suivants : 

= (v?TF’ V^Tè 2 


et (x 2 ,y 2 ) = 


—a 


-b 


Va 2 + b 2 ’ Va 2 + b 2 


Le multiplicateur de Lagrange associé au point (x 2 , y 2 ) est positif. Il est donc clair que f + Xg est 
convexe, et le théorème précédent assure donc que /|p atteint son minimum global en (x 2 ,y 2 ). 

Le multiplicateur de Lagrange associé au point (. x\,yi ) est négatif, on a donc cette fois-ci 
f + Xg concave. En appliquant le théorème précédent à —/ et —g on en déduit que /|p atteint 
son maximum global en (aq, yi ). 


6.4 Théorèmes d’inversion 

Définition 6.4.1 Soit k > 1, U un ouvert de E et V un ouvert de F. On dit que f est un 
C k -difféomorphisme de U sur V si 

(i) f est bijective de U sur V, 

(ii) f est de classe C k sur U, 

(iii) f^ 1 est de classe C k sur V. 

Remarque : Si / est un C 1 difféomorphisme de U sur E, on a 

X/x G U , r\f{x)) =x et X/y G V, /(/ _1 (y)) = y. 

En appliquant le théorème de composition, on a donc 

Væ G U, df~ l {f{x)) o df(x) = Id E et Vy G V, df(f~ l (y )) o df~ l (y) = Idjr. 

Cela permet d’affirmer que df(x) et df~ 1 (f(x)) sont inversibles. Autrement dit df(x) est un 
isomorphisme 3 de E sur F et l’isonrorphisnre réciproque est df~ 1 (f(x)). 

Le théorème d’inversion locale constitue une sorte de réciproque à ce résultat. 

Théorème 6.4.2 (d’inversion locale) Soit U un ouvert de E et f : U —> E une 
application de classe C k . Supposons qu’il existe xq G U tel que df(x o) soit inversible. 

Alors il existe un voisinage U' de xq et un voisinage V' de yo = f(x o) tels que f soit un 
C k -difféomorphisme de U' sur V'. De plus, en notant f ~ 1 le difféomorphisme réciproque, 
on a 

_ V^/ G V', df~\y)= [dfjf-^y))]- 1 . _ 

3 Ce qui entraîne que E et F ont même dimension 
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Preuve : Définissons 

çtUxE^E 

1 (x,y) '—* y-f(x). 

L’application $ est C k sur U x E et l’on a d x $(x,y) = —df(x). On constate donc que 
ï/o) = 0 et que d x $(xo,yo) est inversible. 

Le théorème des fonctions implicites donne l’existence d’un voisinage U' de xq, d’un 
voisinage V de yo et d’une fonction p G C k {V'\ U') tels que 

(( x , y) <EU' xV' et y- f(x) = 0) 4=>- x = <p(y). 

Comme f(p(y)) = y, la fonction p coïncide avec la bijection réciproque de / sur V'. De 
plus df(p(y))dp(y) = Ide ce qui donne la formule voulue pour la différentielle de / _1 . ■ 

Remarque : Lorsque / est une fonction définie sur un ouvert de M n et à valeurs dans W 1 , le 
calcul du jacobien donne une condition nécessaire et suffisante d’inversibilité pour la différentielle. 
Plus précisément, 

df(x) est inversible Jac/(æ) / 0. 

Théorème 6.4.3 (d’inversion globale) Soit U un ouvert de E et f une fonction de U dans 
E. On suppose que 

(i) f est de classe C k sur U, 

(ii) f est bijective de U sur f(U), 

(iii) Pour tout x G U, df(x) est inversible. 

Alors f(U ) est un ouvert et f est un C k -difféomorphisme de U sur f(U ). 

Preuve : Soit a G U. D’après le théorème d’inversion locale, il existe un ouvert U' contenant 
a et un ouvert V' contenant f(a) tels que f\jji soit un difféomorphisme de U' sur V'. 
Cela assure que V 1 est un voisinage de f(a) contenu dans f(U). Donc f(U) est un ouvert. 
L’hypothèse de bijectivité sur / nous permet de définir la bijection réciproque f~ l de / 
sur f(U). 

Clairement, le difféomorphisme réciproque de f\jjt coïncide avec f^ 1 sur V 1 . Donc / _1 
est de classe C k . ■ 

Exemple : Le théorème d’inversion globale assure que la fonction / : (r, 9) i—> (rcos@,rsin0) 
est un difféomorphisme de ]0,+oo[x] — 7r,7r[ dans M 2 \ (] — oo,0] x M). 

Pour les fonctions d’une seule variable et à valeurs réelles, le théorème d’inversion globale 
prend une forme particulièrement simple : 

Corollaire 6.4.4 Soit I un intervalle ouvert de M et f : I —> M une fonction de classe C k telle 
que f ne s’annule pas sur I. Alors f(I) est un intervalle ouvert et f est un C k -difféomorphisme 
de I sur f(I). 

Preuve : Comme f ne s’annule pas, l’égalité des accroissements finis assure que / est 
strictement monotone donc injective sur I. On peut donc appliquer le théorème d’inversion 
globale. Comme de plus l’image d’un intervalle de M par une application continue à valeurs 
réelles est un intervalle de M, l’ensemble /(/) est un intervalle ouvert. ■ 
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6.5 Un peu de géométrie différentielle 

6.5.1 Les hypersurfaces 

Définition 6.5.1 Soit P un ouvert de M n et f : Ll —>M. une application de classe C k . On dit 
que l’ensemble E = / _1 (0) est une hypersurface régulière de classe C k de si les deux 
conditions suivantes sont vérifiées : 

(i) E n’est pas vide, 

(ii) pour tout x G E, on a df(x ) / 0. 

On dit alors que /(x) = 0 est une équation cartésienne de l'hypersurf ace E. 

Si a eE, l’hyperplan affine de vecteur normal Vf (a) et passant par a est appelé hyperplan 

tangent à T, en a. 

Exemple : Tout hyperplan de est une hypersurface régulière. 

Remarques : Soit E une hypersurface régulière de M n d’équation /(x) = 0. 

1. Si n = 2, on dit que E est une courbe régulière de M 2 . 

2. Si n = 3, on dit que E est une surface régulière de M 3 . 

3. Soit a un point de E. L’hyperplan H tangent à E en a a pour équation cartésienne 

d f d f 

(xi - ai)— —(a) H-b (x„ - a n )^-(a) = 0. 

OX 1 ux n 

Le théorème suivant assure qu’une hypersurface régulière de W 1 est, localement, un objet de 
dimension n—1 (i.e. peut être décrite au voisinage de chacun de ses points par n—1 paramètres). 

Proposition 6.5.2 Soit E une hypersurface régulière de classe C k de M n , et a G E. Alors il 
existe un voisinage ouvert, V C M n de a, un voisinage ouvert U C de 0, et une application 

ip : U —> V de classe C k réalisant une bijection de U dans PflE, telle que 99 ( 0 ) = a et vérifiant 

rg d(p(h') = n — 1 pour tout h' G U. 

Preuve : Soit /(x) = 0 une équation cartésienne de E au voisinage de a. Comme df(a) / 0, 
on peut, quitte à renuméroter les variables, supposer que Jj^-(a) 0. Notons a = (a',a n ) 

et x = (x', x n ) = ( a' + h!, a n + h n ). Pour h dans un voisinage de 0, on a 

(a 1 + h',a n + h n ) G E f(a' + h',a n + h n ) = 0. 

La n-ièrne dérivée partielle de l’application h 1 —> f(a + h) en 0 vaut Jy-(a) donc n’est 

pas nulle. Le théorème des fonctions implicites nous donne donc deux ouverts U et V et 

une application de classe C k vérifiant 

(a' + h', a n + h n ) GbflE <;=> h' € U et h n = if (h'). 

Posons ipi(h') = ai + hi pour i G {1, • • • , n - 1}, <p n (h') = a n + if(h') et ip = (tpi, • • • , ip n ). 
Par construction ip réalise une bijection de U dans InE. De plus, les formes linéaires 
(dipi(h'), ■ ■ ■ ,d(p n -±(h')) sont indépendantes. Donc dip(h') est de rang n — 1. ■ 

Remarque : Tout point xGSflV peut donc s’exprimer ainsi : 


Xi = ipi{hi,-- 

5 ^72—l)) 

%n = 1 , 

Sr* 

3 

1 


avec tp définie sur un voisinage U de 0 à valeurs dans un voisinage E de a, bijective de U 
vers V n E et telle que rg d(p(h’) = n — 1 pour h' G U. On dit que (h\, ■ ■ ■ , h n - 1 ) constitue un 
système de coordonnées locales relatives au paramétrage ip. 


exosup.com 


page facebook 
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Proposition 6.5.3 Soit Y, une hypersurface régulière, a G Y et ip un paramétrage de Y au 
voisinage de a tel que <p(0) = a. Alors l’hyperplan tangent à Y en a coïncide avec l’hyperplan 
affine H passant par a et dirigé par l’image de l’application linéaire dtp(0). Autrement dit, 

ff = o + Vec ‘(è < 0 ) ''"'a£; (0) )' 

Preuve : Comme f{x) = 0 est une équation cartésienne de Y qui est localement paramétrée 
par ip, on a f o ip = 0 près de 0. En conséquence, 

df(a ) o dp{ 0) = 0, 

d’où lmci(^(0) C Ker df(a). 

Mais Ker df(a) est l’hyperplan orthogonal à V/(a) et Imci9?(0) est de dimension n — 1. 
Donc Im(i9?(0) = (V/(a))- L , d’où le résultat. ■ 

6.5.2 Application à la dimension 2 

Rappelons tout d’abord la définition d’un arc paramétré de M n . 

Définition 6.5.4 On appelle arc paramétré de M n toute application M continue sur un 
intervalle ouvert I de M. et à valeurs dans M n . L’ensemble T = {M(t) \ t € 1} est appelé 
support de l’arc paramétré. Si M est de classe C k , on dit que l’arc paramétré est de classe C k . 
On dit que l’arc est régulier si de plus M' ne s’annule pas sur I. 

Nous avons vu que toute application ip : D C M 2 —> M de classe C k et telle que Nip ne s’annule 
pas sur V’ _1 ({0}) définissait une courbe T de M 2 d’équation cartésienne = 0. D’après 

la proposition 6.5.2, il existe un voisinage V de ( xo,yo ) et deux applications A et K définies 
sur un petit intervalle ] — e, e[, telles que 

(i) X(0) = x 0 , Y (0) = y 0 , 

(ii) (X' , Y') ne s’annule pas sur ] — e, e[, 

(m) YOV coïncide avec le support de l’arc paramétré M (u) = ( X{u ), Y(u )) pour u G] — e, e[. 
La tangente en (xo,yo) £ S est la droite d’équation cartésienne : 

dip 

( x - x 0 )g^(x 0 ,yo) + {y- yo)-7^(x 0 ,y 0 ) = 0. 

D’après la proposition 6.5.3, c’est aussi la droite passant par (xo, yo) et dirigée par M'(0). 

6.5.3 Application à la dimension 3 

Donnons tout d’abord la définition d’une nappe paramétrée. 

Définition 6.5.5 On appelle nappe paramétrée de M 3 toute application M continue d’un 
ouvert D de M 2 et à valeurs dans M 3 . Si M est de classe C k , on dit que la nappe paramétrée est 
de classe C k . L’ensemble Y = { M(u,v) \ ( u,v) G D} est appelé support de la nappe paramétrée. 
On dit que la nappe est régulière si dM(u,v) est de rang 2 pour tout (u,v) G D. 

Exemple : L’application M définie sur M 2 par M{r,0) = (cos 0cos 0, cos#sinçi>, sin0) est une 
nappe paramétrée régulière. Son support est la sphère unité de M 3 . 

Nous avons vu que toute application ifi : D C M 3 —y M de classe C k et telle que ne 
s’annule pas sur V ; ^ 1 ({0}) définissait une surface d’équation cartésienne il)(x,y,z) = 0. 

D’après la proposition 6.5.2, il existe un voisinage V de (xo,yoAo) et trois applications X, 
Y et Z définies sur un voisinage U de (0, 0), telles que 
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(i) X(0,0)=x o , Y (0,0) = yo, Z( 0,0) = x 0 , 

(ii) EnV est le support de la nappe paramétrée M(u,v ) = (X(u,v),Y(u,v), Z(u,v)), 

(in) rg dM(u,v ) = 2 pour tout (u, v) G U. 

Le plan tangent P en ( xo,yo,zo ) G S a pour équation cartésienne : 

dip dip df> 

(X ~ xo)~ô^(x 0 ,yo,zo) + (y ~ yo)-Q^(xo,yo,zo) + (z- zo)-^(x 0 ,yo,z 0 ) = 0. 

Si ( xo,yo,zo ) = M(u,v), ce plan tangent est aussi dirigé par les vecteurs (k, u) et j^f(u,v). 

Par conséquent ^-(u,v) A ^-(u,v) est un vecteur normal à P. 

Exercice : Vérifier qu’une équation du plan tangent en M(u,v) est donné par la relation 

x-X(u,v) §f ( u ' v ) $£(«,«) 

y-Y(u,v) §£(u,v) %(u,v) =0. 

z-Z(u,v) §f (u,v) If (u,v) 

Pour terminer, nous allons étudier la nature géométrique de l’intersection de deux surfaces 
de M 3 . Nous allons établir que dans les cas “favorables”, cette intersection est localement le 
support d’un arc de M 3 . 

Théorème 6.5.6 Soit fa et fa deux applications C k d’un ouvert Ll de M 3 à valeurs réelles. 
Notons Si et E 2 les surfaces de M 3 d’équations respectives fa(x,y,z) = 0 et faix, y, z ) = 0. 
Supposons que T = Ei (IS 2 ne soit pas vide et qu’il existe un point (xo,yo,zo) de T tel que 
Vfa(xo,yo,zo) et Vfa(xo,yo, zq) ne soient pas colinéaires. 

Alors il existe un voisinage V de (xo, yo,zf) tel que T fl V coïncide avec le support d’un arc 
de classe C k et de vecteur tangent \7f>i(xo, yo, zo) A Xfa(xo, yo, zq) en (xo,yo, zq). 

Preuve : Soit 

fî C M 3 —> M 2 

(x,y,z) 1 —> (fa(x,y,z),fa(x,y,z)). 

Par définition de ^, on a T = ’L _1 ({0}) et rg d^(.To, yo, zq) = 2. Autrement dit, la matrice 
jacobienne D^L(x 0 , yo, zo) G M. 2 , 3 (K) est de rang 2 donc contient une matrice extraite 2x2 
inversible. Supposons pour fixer les idées que la matrice extraite constituée des colonnes 
(xo, yo, zo) et |t(Ao, yo, zo) soit inversible. Le théorème des fonctions implicites fournit 
alors un i] > 0, un voisinage V de (yo, zo) et une application / = (Y, Z) de ]xq — y, xq + t)[ 
à valeurs dans V et de classe C 1 telle que rn(]xo — ’n,xo + r][xV) coïncide avec le support 
de l’arc paramétré ( x , Y (x), Z(x)). 

Dans le cas général, on peut par le même raisonnement paramétrer T près de (xo, yo, zo) 
par l’une des trois coordonnées x, y ou z. Ainsi T coïncide avec le support d’un arc 
paramétré M(u) = (X(u),Y(u), Z(u)) tel que M(uq) = (xo,yo, zq) . 

En dérivant par rapport à u les relations 

fa(X(u),Y(u),Z(u)) = 0 

pour i = 1,2, on obtient 

X'(u) d ^(M(u)) + Y , (u) d ^(M(u)) + Z'(u) 9 p L (M(u)) = 0. 
dx dy dz 

Autrement dit, M’(u) est orthogonal aux vecteurs Xfa(u) et Vfa(u). Pour u = uo, ces 
deux vecteurs sont indépendants donc M'(uo) est colinéaire à leur produit vectoriel. ■ 

Exemple : On retrouve que l’intersection de deux plans non parallèles est localement un arc 
paramétré. (En fait, dans ce cas, on sait bien évidemment que cette intersection est une droite !) 




Chapitre 7 

Introduction aux formes 
différentielles 


Avant d’aborder l’étude des formes différentielles, il convient de faire quelques rappels sur 
les formes multi-linéaires alternées. Cette notion n’est pas tout à fait nouvelle puisqu’elle a déjà 
été introduite en deuxième année pour définir le déterminant. Dans la première partie de ce 
chapitre, nous donnons quelques résultats élémentaires d’algèbre extérieure. L’étude des formes 
différentielles sera faite dans la deuxième partie. 

7.1 Quelques éléments d’algèbre extérieure 

Dans toute cette partie, E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n. On note E* 
le dual de E, c’est-à-dire l’ensemble des formes linéaires sur E. 

7.1.1 Définitions 

À toute base (ei, • • ■ , e n ) de E, on peut associer une base {e\, ■ ■ ■ , e*) de E* appelée base 
duale de (ei, • • • , e n ) et définie par 

e ;( e j) = ° si et e*(e;) = l. 

Autrement dit, pour tout x G E s’écrivant x = i x j e ji on a e î( x ) = x i- 

Dans un souci de concision, on écrira désormais e* ( ej) = ôij où est le symbole de 
Kronecker défini par ôij = 0 si i fi j et Sa = 1. 

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que (e^, • • ■ , e* ) est bien une base de E*. 
Exemple : Dans R n , la base duale de la base canonique est la famille ■ ■ ■ , 7r n ) constituée 
par les projections canoniques introduites dans le premier chapitre. 

Rappelons maintenant la définition d’une forme multi-linéaire alternée : 

Définition 7.1.1 Soit k G N*. On dit que cp est une forme ^-linéaire alternée sur E si cp 
est une application de E k vers R qui est k-linéaire (c’est-à-dire linéaire par rapport à chacune 
de ses variables) et vérifie 

V(fi, • • • ,v k ) G E k , tp(v i,--' ,Vk) = ,v k ) 

pour tout couple d’entiers (■ i,j ) tel que 1 < i < j < n. 

Exemples : 1) L’application qui à n vecteurs de E associe leur déterminant est une forme 
?r-linéaire alternée sur E. 

2) L’ensemble des formes bilinéaires alternées n’est autre que l’ensemble des formes bilinéaires 
antisymétriques. 


53 



54 


CHAPITRE 7. INTRODUCTION AUX FORMES DIFFÉRENTIELLES 


Notation : On note A k{E) l’ensemble des formes A;-linéaires alternées sur E. 

La preuve du résultat suivant est laissée au lecteur : 

Proposition 7.1.2 Pour tout k G N*, l’ensemble A k(E) est un espace vectoriel réel. 

Avant d’aller plus loin dans la théorie des formes A:-linéaires alternées, nous avons besoin de 
rappeler ce que sont une permutation et la signature d’une permutation. 

Définition 7.1.3 On appelle permutation de n éléments toute application bijective de l’en¬ 
semble {l,--- ,n} dans lui-même. L’ensemble des permutations de n éléments est noté S n . 

Définition 7.1.4 On dit que la permutation a G S n est une transposition s’il existe deux 
entiers i et j tels que 1 < i < j < n et 

a(k) = k si k / i et k / j, a(ï) = j et a(j) = i. 

Rappelons que toute permutation est la composée d’un nombre fini de transpositions (voir 
par exemple [4]). La parité du nombre q de transpositions nécessaires pour décomposer une 
permutation a donnée ne dépend pas de la décomposition choisie. On définit alors la signature 
e a de a par e a = (— l) q . 

Proposition 7.1.5 Soit 4> G A k(E) et (v\, • • • , Vk) G E k . on a les propriétés suivantes : 

(i) Pour toute permutation a de Sk, on a <p(v a ^, ■ ■ ■ ,v c (k)) = £ a T( v i, ■ ■ • , u&). 

(ii) Si (v\, ■ ■ ■ ,Vk) G E k est liée alors <p(v i, • • • ,Vk) = 0. 

Preuve : La première propriété se démontre en décomposant a en produit de transposi¬ 
tions et en utilisant le caractère alterné. Il suffit de faire une récurrence sur le nombre de 
transpositions apparaissant dans la décomposition. 

La deuxième propriété est évidente si la famille (tq, • • • ,v\ t) contient deux fois le même 
vecteur (utiliser le caractère alterné). Le cas général découle alors de la linéarité par rapport 
à chaque variable. ■ 

Remarque : Supposons k > n. Alors toute famille de k vecteurs de E est liée. De la deuxième 
propriété de la proposition ci-dessus, on déduit donc que A k(E) est réduit à la fonction nulle. 

7.1.2 Représentation des formes A;-linéaires alternées 

Dans cette partie, nous souhaitons obtenir une description un peu plus précise des éléments 
de A k{E). Pour cela, on fixe une fois pour toutes une base (ei, • • • , e n ) de E. 

• Le cas k = 1. L’ensemble Ai (E) n’est autre que le dual E* de E, donc est engendré par 

(e\, ■ ■ ■ , e*). Autrement dit, tout élément de Ai (E) est de la forme 

n 

ip = ^2 aie* avec (ai, • • • , a n ) G M n . 
i=l 

• Le cas k = 2. Soit p> une forme bilinéaire alternée, et (x,y) G E 2 . Décomposons x et y 

suivant la base (e\, ■ ■ ■ , e n ) : 


n n 

x =22 X i e i et y = 22 Viei • 

i=l i =1 
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En vertu de la bilinéarité, puis du caractère alterné, on a 

n n 

<p{x,y) = 'Y^2,x i y j ^{e i ,e j ), 
i =1 j=l 

= ^ (xii/j — Xjyi)(p(ei, ej). 

l<i<j<n 

On constate que <p est entièrement déterminée par ses valeurs sur les couples (i,j) de 
{1, - - - , n} 2 tels que i < j. En posant c pij = ip(ei,ej) et en notant e* A e* la forme 
bilinéaire alternée définie par 

V(x, y) G E 2 , e* A e*(x, y) = Xiyj - Xjy i} 

on obtient donc 

T= Tije*Ae*. 

l<i<j<n 

On montre facilement (exercice : le faire) que la famille des e* A et avec 1 < i < j < n est 
linéairement indépendante. On en déduit que A 2 (E) est un espace vectoriel de dimension 
n(n — l)/2 et que l’ensemble des e* A e* avec 1 < i < j < n en est une base. 

• Le cas général. Pour tout (ii, • • • , i]Q G {1, ■ ■ • ,n} k , on définit la forme A:-linéaire alternée 
e*i A • • • A e* k par 

V(wi, ■ ■ ■ ,v k ) G E k , e* h A ■ ■ ■ A e* fc (ui, • ■ • ,v k ) = i)) ■ ■ ■ e- fc (t> ff(fc) ). 

Sk 

Soit maintenant G A k (E). Si l’on décompose chaque vecteur Vj en Vj = YÉd=i v ) e i-> on 
obtient en vertu du caractère A;-linéaire alterné de g) : 

, ■ ■ ■ , Vk) = > ■ ■ ■ , ei* ) 5Z £ ° V a{l) • • • V a(k ) ■ 

l<i\<-"<ik<n <y£Sk 

Autrement dit, tout élément de A k (E) est de la forme 

<P= a h-ik e ii A -" Ae ik avec a h ... ik eR. 

On vérifie aisément que la décomposition ci-dessus est unique, on a donc prouvé la 

Proposition 7.1.6 Supposons que 1 < k < n. Alors A k(E) est un espace vectoriel de dimen- 
sion (fc) = W^kÿ. et a P° ur base la f amille K A • • • A e i fc )l<i 1 <...<i fc <n- 

Remarque : Dans le cas particulier k = n, on obtient dimAfc(E) = 1. On constate que 
l’application e\ A- • ■ Ae* n’est autre que l’application déterminant associée à la base (ei, • • • , e n ). 

7.1.3 Opérations sur A k (E) 

En plus de l’addition et de la multiplication par un scalaire, on peut munir l’ensemble des 
formes multi-linéaires alternées de nouvelles opérations : le produit extérieur et la transposée 
par une application linéaire. 

L’opération de produit extérieur (que l’on notera A) permet de construire un élément de 
Afc_| -i(E) à partir d’un élément de A k{E) et d’un élément de A i(E). Donnons en la définition : 
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Définition 7.1.7 Soit lo G A k (E) et rj G A e(E). On définit un élément w Ai) de A k+e{E) par 
V(wi,-" ,Vk+e) g E k+i , uAri(v u i-- ,v k+e ) = ^ fûM^i), ■ ■ ■ ,v a ^)r](v^ k+l) , - ■ ■ ,v^ k+e Ç). 

&(zSk+e 


Remarque : Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la notation A est cohérente avec 
celle que nous avons introduite pour définir les formes bilinéaires e* A e,-, puis (par récurrence) 
les formes A;-linéaires e, n A • • • A ej fc . 

À titre d’exercice, on pourra également montrer la proposition suivante : 

Proposition 7.1.8 Soit lo G A k (E), rj G A t(E) et a G A m (E). Alors on a : 

(i) V(À, p) G M 2 , (A lo + pi]) A a = X(lo A a) + p(i] A a), 

(ii) (lo A rj) A a = eu A {rj A a), 

(iii) lo A i] = ( — l) ke r] A tu. 

Remarque : Si l’on se donne n formes linéaires fi, - ■ ■ , f n alors on a 

(7.1) V (.Tl , • • • , T n ) G E , /1 A • • • A fn(% 1 > ' ' ' j ®n) — det (( fi(%j )) 1 <i,j<n) ■ 

En effet, en reprenant la définition du produit extérieur, on trouve 

fl A • • • A fn(%l , • • • ,Tn) = ^ Scrflix^)) ■ ■ ■ fn(x a ( n )). 

(TÇzSn 


Dans le second membre, on reconnaît le déterminant de la matrice (,/)(tj)) 

Passons maintenant à la définition de la transposée par rapport à une application linéaire. 
Avant d’aborder le cas général, rappelons la définition de transposée d’une application linéaire 
telle qu’elle est enseignée en deuxième année de licence : 

Définition 7.1.9 Soit E et F deux espaces vectoriels sur M, et f G L(E;F). On appelle 
transposée de f l'application T f de L(F *; E*) définie par T f(u ) = u o f pour tout u G F*. 

Remarque : on a donc Vu G F *, Vu G E, [ T f(u)](v) = u(f(v)). 

Si l’on adopte le “langage” des applications multilinéaires alternées, l’opération de transposi¬ 
tion définie ci-dessus permet de construire un élément de Ai (E) à partir d’un élément de Ai (F) 
et d’une application linéaire de E vers F. 

Ce procédé peut se généraliser comme suit : 

Définition 7.1.10 Soit f G L(E;F). On appelle fc-transposée de f l'application T f linéaire 
de A k(F) sur A k (E) définie par : 


Vu G A k (F), V(v\, ■ ■ ■ ,v k ) G E k , [ T f(u)](v i,-- - ,v k ) = u(f(v i),--- ,f(v k )). 

Attention : La notation T f ne tient pas compte de la dépendance en k. En pratique, cela ne 
pose pas de problème. 

Proposition 7.1.11 Pour tout lo G A k (F), rj G A fiF) et f G L(E\ F), on a 

T f(ùo Ai]) = T f(u)A T f(i]). 
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Preuve : Il suffit de calculer : on fixe (tq, • • • , v k +i) G E k+ ^ et l’on a, par définition du produit 
extérieur et de la transposition : 

T /(wAî|)(î)i,"' ,v k+ e ) = (u; A ■ ■ ■ ,f(v k+ e)), 

= ^ ,/(^(fc)))î?(/(u ff(fc+1) ),--- ,/(u CT(fc+é >))). 

Par ailleurs, on a 

T /(w)A T /(r?)(ui, • • • ,v m ) = £ a T /M(?V(l), • • • , ^cr(fc)) T /(’7) (^cr(fe+l), - - ■ ,Vcr(M)), 

= ^2£ a u(f(v a{1) ),--- ,f{v a ( k )))v(f(v a (k+i)),--- J{v a{ W))), 

GÇ'SkU 

d’où le résultat. ■ 


7.2 Formes différentielles 

Dans toute cette partie, U désigne un ouvert de M n et V, un ouvert de MP. On munit M n 
et M p de leur base canonique. 

7.2.1 Définitions 

Définition 7.2.1 Soit A: G N*. On appelle k-forme différentielle toute application définie 
sur un ouvert U de M n et à valeurs dans Afc(M n ). 

Convention : Une 0-forme différentielle est une fonction de U dans M. 

Remarque : D’après la section précédente, toute forme A:-linéaire alternée sur M n peut s’écrire 
comme combinaison linéaire de A’-formes élémentaires construites à l’aide de la base duale de la 
base canonique de M n . En reprenant les notations de la section 2.3 du chapitre 2, la base duale 
de M n s’écrit (dx i, • • • , dx n ). Donc toute A-forme différentielle définie sur l’ouvert U de M n est 
de la forme : 


a = 22 (Hi-i k dxh A • • • A dxi k avec aq...^ : U —> M. 

l<ii 

Sur cette formule, on voit que la A-forme a est continue (resp. différentiable) si et seulement si 
ses coefficients aq...q sont continus (resp. différentiables), etc. 

Exemples : 

1. Une 1-forme différentielle sur l’ouvert U de M n s’écrit 

a = aidxi + • • • + a n dx n avec ai : U —> M. 

Rappelons que si f : U —* M est différentiable, la différentielle df de / vérifie : 

i= 1 

Donc df peut être identifiée à une 1-forme. Nous verrons plus loin que certaines 1-formes 
ne peuvent pas s’écrire comme différentielle d’une fonction de M n dans M. 

Notons au passage que la différentielle de l’application x Xi n’est autre que la 1-forme 
constante égale à dxi. La notation (dx\, ■ ■ ■ ,dx n ) pour désigner la base duale de M n est 
donc cohérente ! 
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2. Toute 2-forme différentielle définie sur l’ouvert U de R n peut s’écrire 

lo = a,ij dxi A dxj avec aÿ : U — ■> M. 

l<i<j<n 

Dans le cas n = 2, on note généralement (dx,dy) la base duale de M 2 . On voit alors que 
toutes les 2-formes sur U C M 2 sont du type u> = a dx A dy avec a : U —► M. 

3. Notons (dx, dy, dz) la base duale de M 3 . On constate que toutes les 3-formes différentielles 
définies sur un ouvert U de M 3 sont du type 

i] = a dx A dy A dz avec a : U —► M. 


7.2.2 Changements de variables et transposition 
a) Le cas d’une 1-forme différentielle 

Considérons une application / : U C M n —► M différentiable. Nous avons vu dans la partie 
précédente que la différentielle de / pouvait être identifiée à la 1-forme 

*-±l& 

i= 1 

Si l’on se donne un changement de variable c’est-à-dire une application fi : V C R p —> U C M n de 
classe C 1 , nous avons établi dans la section 2.3 du chapitre 2 que l’application F : V —► M définie 
par F = / o fi était également différentiable et que l’on pouvait écrire en notant (dt\, • • • , dt p ) 
la base duale de MP : 

P r\ j-p 71 r\ n 

Vf G V, dF(t ) = ^2 QÏd4>j(t). 

i =1 1 j =1 ' :l 

Nous souhaitons obtenir une expression explicite de l’application (jf qui à la 1-forme df définie 
sur U CM" associe la 1-forme dF définie sur V Cl p . D’après le théorème de composition, on a 

Vf G V, dF(t ) = [(/>*(df)](t) = df((f>(t)) o d(j)(t) = T (#(f))(d/((/>(f))). 

Cette définition peut facilement se généraliser à toute 1-forme différentielle continue : 

Définition 7.2.2 Soit 4> : V —► U une application de classe C 1 et a une 1-forme différentielle 
définie et continue sur U. On appelle transposée de a par l’application fi la 1-forme différen¬ 
tielle continue fi* a définie sur V par 

Vf G V, fi*a(t) = a(fi(t)) o dfi(t) = T (dfi(t )) (a(fi(t ))}. 


Remarque : L’opération de transposition par l’application fi : V —► U permet donc d’associer 
à toute 1-forme définie sur l’ouvert U de R n , une 1-forme définie sur l’ouvert V de MP. 

À l’aide de la définition de fi*, on obtient facilement le résultat suivant : 

Proposition 7.2.3 La transposition par fi est une application linéaire de C(U; Ai(M n )) dans 
C(V;Ai(M p )). Déplus, on a 

(i) Vf G {1, • • • , n}, fi*dxi = dfii, 

(ii) VA G C(U]M), Va GC(t/;Ai(M n )), fi*(\a) = Xofi fi*a. 

Remarque : En combinant la linéarité de fi* avec les deux propriétés ci-dessus, on retrouve 
que pour toute fonction / G C 1 (f7;M n ), on a 


fi*df = dF avec F = f o fi. 
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b) Le cas général 

Pour définir la transposée d’une A;-forme différentielle générale nous allons partir de la 
définition 7.2.2 qui garde un sens pour k > 2 si l’on interprète T dfi{t) comme une A;-transposée, 
c’est-à-dire comme l’application linéaire de Afc(M n ) dans Afc(R p ) introduite dans la définition 
7.1.10. 

Définition 7.2.4 Supposons fi : V —► U de classe C 1 . Soit a une k-forme différentielle conti¬ 
nue sur U. On définit alors la k-forme différentielle fi* a continue sur V par 

VA G V, fi*a(t) = T (dfi(t))(a(fi(t)). 

Remarque : Autrement dit, pour tout t G V et fc-uplet (iq, • • • ,v k ) de vecteurs de W, on a 

fi*a(t)(v i, • • • ,v k ) = a(fi(t))(dfi(t)(vi), • • • dfi(t)(v k )). 

Proposition 7.2.5 Pour tout k > 1, la transposition par fi est une application linéaire de 
C(U; Afc(M n )) dans C(V; Afc(M p )). De plus, pour toute fonction X : U —> M, k-forme différentielle 
a et £-forme différentielle /3 définies sur U les identités suivantes sont vérifiées : 

(i) fi*{Xa) = Xofi fi*a, 

(ii) fi*{a A fi) = fi*a A fi* fi. 

Preuve : La première identité est une conséquence immédiate de la définition. 

Pour prouver la deuxième identité, on écrit que, par définition de la transposée, on a pour 
tout A G P, 


fi*(a A /3) (A) = T dfi(t ) a(fi(t)) A /3{fi(t)) 

{fi*a 7\ fi*(5) (t) = ( T dfi(t) (a(c/>(A))) S ) A 


La proposition 7.1.11 permet de conclure que les deux membres de droite sont égaux. 


c) Exemples 

Calculer fi*a en fonction de fi et des coefficients de a est en général une tâche assez fasti¬ 
dieuse. Nous donnons ici quelques exemples de calcul de la transposée dans des cas simples. 

• Cas d’une 2-forme sur M 2 et d’un changement de variable fi : M 3 —» M 2 . 

En toute généralité, une 2-forme sur M 2 peut s’écrire a = adx A dy. 

Grâce à la proposition 7.2.5, on a 


fi*a = aofi fi*dx A fi*dy , 

= aofi (^ds + ^fdt + A (^fds + ^dt + du ) . 


En développant puis en utilisant le fait que ds A ds = 0, ds A du = —du A ds, etc., on 
obtient 


fi* a 


f/ dfii dfi 2 
\v ds dt 


dfi 2 dfil 
ds dt 


dsAdt + 


/ dfii dfi 2 
V ds du 


dfi 2 dfii 
ds du 


dsAdu 


/ dfii dfi 2 
v dt du 


dfi 2 dfii 
dt du 


dtAdu]. 
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• Cas d’une 2-forme sur M 3 et d'un changement de variables 0 : M 2 —> M 3 . 

Toute 3-forme sur M 3 est du type a = ady A dz + bdz A dx + cdx A dy. 

D’après la proposition 7.2.5, on a 

4>*a = a o cj) <f>*dy A <p*dz + b o cf> cjfdz A (f>*dx + co <f <f>*dx A (f>*dy, 

= a °(t> ( y -gfds+-^-dtj A gfds + -Qfdtj + b o cf> (^~Q^ds+ ~§fdtj A {^atds+^-dt 

+ c °(j) (^~dtds+-^dt s j A (^-g^ds+-^-i 

En développant puis en utilisant ds A ds = dt A dt = 0 et dt A ds = —ds A dt , on obtient 
I" d(/) 3 d(j)2\ iU x fdfodfa dfadfo} ^ f dfa dfc 

• Cas d’une 3-forme sur M 3 et d'un changement de variables (f> : M 2 —^ M 3 . 

Dans ce cas (j)*a est une 3-forme différentielle sur M 2 . Comme 3 > 2, on peut affirmer 
sans calcul que cj)*a = 0. 

Enfin, retenons le résultat ci-dessous qui est étroitement lié à la formule de changement de 
variable dans les intégrales multiples (voir le cours du second semestre) : 

Proposition 7.2.6 Si fi T C R" -> 1/ C M n est différentiable et A : U -s- M alors on a 

4>* (A dx i A • • • A dx n ) = Ao</> det (D<f>) {dt\ A • • • A dt n ). 

Preuve : D’après la proposition 7.2.5, on a 

4>* (A dx i A • • • A dx n ) = Aoçî> (cf>*dx i) A • • • A (< f>*dx n ). 

Or d’après la proposition 7.2.3, on a cf>*dxi = dfa pour tout i G {1, • • • ,n}. En utilisant 
(7.1) compte tenu de d<fi(ej) = (où ej désigne le j-ièrne vecteur de la base canonique 
de M n ), on obtient alors l’égalité souhaitée. ■ 

7.2.3 Formes exactes et formes fermées 

Commençons par définir une nouvelle opération de différentiation : la différentielle extérieure. 
Définition 7.2.7 Soit a une k-forme différentielle différentiable sur l’ouvert U de R n : 


a= 

1 <ii<---<ïfc<n 


a il ...i k dx il A • • • A dx ik . 


On définit alors la (fc+1) -forme différentielle da par la formule : 


j déf 

aa = 


d a h-ik A dxi x A • • • A dx, 


^k * 


La forme différentielle da est appelée différentielle extérieure de a. 

Remarque : Prendre la différentielle extérieure d’une 0-forme c’est-à-dire d’une fonction de 
plusieurs variables “ordinaire” revient à calculer la différentielle habituelle. 

Attention : Dans le cas général, ne pas confondre la différentielle extérieure d’une A:-forme (qui 
est une application de U dans Afc + i(M n ) ) avec la différentielle “ordinaire” (qui est une fonction 
de U dans £(M n ; Afc(M n )). Les deux notions se rejoignent uniquement si k = 0. Pour k > 1, 
différentielle extérieure et différentielle ne sont pas des objets de même nature et ne peuvent pas 
être mis en relation de façon simple ! 
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Exemples 


• Différentielle extérieure d ’une 1 forme sur R n . 

Soit a = J2'j=i a jdxj. Comme dxj A dxi = —dxj A dxi et dcij = 

immédiat donne : 


E 


da j 

dxi 


d/x t , un calcul 


(7.2) 


da 


E 


da i 

dxi 


daj \ 
dxj) 


dxi A dxj. 


• Différentielle extérieure d ’une 1 forme sur R 3 . 

Soit a = adx + bdy + cdz. En appliquant la formule (7.2), on obtient 


da 




dy A dz + 


rda 

\dz 



dz A dx + 


/ db 
V<9x 



dx A dy. 


Observons que si u désigne la fonction de U C R 3 —> R 3 de composantes (a, b, c ), l’égalité 
ci-dessus peut se récrire à l’aide des composantes ((rot u) x , (rot u) y , (rot u) z ) du rotation¬ 
nel de u défini par 



db\ 
dz \ 


rot u = V A u = 


da de 
dz dx 


1 db da I 
\dx dy) 


En effet : on a da = (rot u) x dy A dz + (rot u) y dz A dx + (rot u) z dx A dy. 
• Différentielle extérieure d ’ une 2 forme sur R 3 . 

Soit a = ady A dz + b dz A dx + cdx A dy. Par définition, on a 


da = da A dy A dz + db A dz A dx + de A dx A dy. 


Après calcul, on obtient 


/ dadbdc\ 
da = — + — + — ) dx A dy A dz. 

\ ox oy a z / 


En posant encore u = T (a, b , c) puis en définissant la divergence div u de u par 

, _ da db de 

dwu=\7-u=— + — + —, 
dx dy dz 


on a alors da = div u dx A dy A dz. 

• Différentielle extérieure d ’une 3 forme sur R 3 . 

La différentielle extérieure d’une 3-forme sur R 3 est une 4-forme sur R 3 . On peut donc 
affirmer sans aucun calcul que la différentielle extérieure d’une 3-forme de R 3 est nulle. 


Définition 7.2.8 On dit qu’une k-forme différentielle a est fermée si elle est différentiable 
et vérifie da = 0. 


Exemple : Les exemples ci-dessus permettent d’obtenir les résultats suivants : 

• La 1-forme différentiable a = adx + bdy + cdz est fermée si et seulement si les coefficients 
a, 6 et c vérifient : 

de db da de db da 

dy dz ’ dz dx dx dy 

En notant u = T (a, b , c), on peut donc affirmer que a est fermée si et seulement si rot u = 0. 
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• La 2-forme différentiable a = ady A dz + b dz A dx + cdx A dy est fermée si et seulement 
si les coefficients a, b et c vérifient : 

du, Ôb de 
dx + dy + dz 

autrement dit si et seulement si divu = 0. 


Définition 7.2.9 On dit qu’une k+1 -forme a est exacte s’il existe une k forme différentielle 
lo telle que a = duo. 

Exemples : 

• La 1-forme différentiable a = adx + bdy + cdz est exacte si et seulement si il existe une 
fonction différentiable / : U —+ M telle que 

dfdf df 

a = -k-, b = — et c = —. 
dx dy dz 

Autrement dit, une 1-forme différentielle est exacte si et seulement si elle peut s’écrire 
comme la différentielle d’une fonction de U dans M. 

• La 2-forme a = ady A dz + b dz Adx + cdx Ady est exacte si et seulement si il existe trois 
fonctions /, g, h de U dans M, différentiables telles que 

dh dg ^ df dh dg df 

dy dz ’ dz dx dx dy 

En posant encore u = T (a,b,c), cela revient à dire qu’il existe une fonction différentiable 
v :[/—>■ M 3 telle que u = rot v. 

Théorème 7.2.10 Soit lo une k-forme différentielle à coefficients C 2 . Alors on a d(dco) = 0. 


Preuve : Écrivons lo = 

On a par définition de la différentielle extérieure 


L 0 i v ..i k dx'ij A • • • A dxi k avec lo^...^ différentiable. 


n 

duo = ^2 — q , lk dxi A dxj A A • • • A dxi k 

l<ïi<"'<ïfc<n i=l 1 


puis 


d(duj) = 


n n q2 . 

E a lk dxi A dxj A dxi 1 A • • • A dxt k . 


l<ü<-"<ifc<n i=l j =1 


dxjdxi 


D’après le théorème de Schwarz, on a ^ q^ôx* = '' a,' :h' k ■ Comme dxiAdxj = — dxj Adxi, 
les termes de la double somme en i et j se compensent deux à deux, et l’on obtient bien 
d(du>) = 0. ■ 

Corollaire 7.2.11 Toute forme différentielle exacte à coefficients C 1 est fermée. 


Preuve : Soit a une forme différentielle exacte. Il existe alors une forme différentielle lo à 
coefficients C 2 telle que a = duo. On a donc d’après le théorème précédent da = d(dco) = 0 . 
Donc a est fermée. ■ 

La réciproque du corollaire précédent est vraie sous des hypothèses topologiques portant sur le 
domaine de définition U de la forme différentielle. Retenons l’énoncé suivant : 
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Lemme 7.2.12 (de Poincaré) Soit U un ouvert convexe 1 . Soit a une k-forme différentielle 
fermée et de classe C 1 sur U. Alors a est exacte. 

Preuve : Pour simplifier, nous nous limitons à la preuve dans le cas d’une 1-forme. Pour la 
démonstration dans le cas général, on pourra se reporter à [2] ou à [10]. Quitte à effectuer 
une translation, on peut toujours supposer que 0 est un point de U. 

Notons a = Ya=i a i dx i la 1-forme considérée. Rappelons que d’après la formule de Taylor 
avec reste intégral, on a pour toute fonction / de classe C 1 sur U, 


Vx G U, /(x) 


r 1 n f) f 

/(O) + / y 'xi-^-{tx)dt. 
J o dxi 


Donc s’il existe une fonction / (que l’on peut prendre nulle en 0 sans perte de généralité) 
vérifiant a = df, elle est nécessairement donnée par la formule : 

»i n 

Vx G U, f{x) = / 2 , x iOii{tx) dt. 

i= i 


Cette définition a bien un sens puisque tous les coefficients a* sont continus et, par 
convexité de U, le segment [0, x] est inclus dans U. 

Il reste à vérifier que l’on a bien df(x) = a(x) pour tout x G U. On calcule 


(7.3) 


n r r i n 


j=i U0 i =i 


dcti 


df{x) = Ej L El tXi-^-(tx) + ÔijOli(tx ) 


dt 


dxj. 


La condition da = 0 est équivalente à = r ^f pour tout (i.j) G {l,*-- ,n} 2 . Par 
ailleurs, on constate que 

2=1 

En effectuant une intégration par parties, on obtient donc 


p 1 22 p, /» 1 o 

f = l dt, 

= aj(x) — / a.j(tx)dt. 

J o 


En reportant ce résultat dans (7.3), on conclut que 


n 

df{x) = a J'( æ ) dx 3 

3 =1 


comme souhaité. 

Exemple : Soit a la 1-forme différentielle sur M 2 définie par 

a(x , y) = (2x cos y — y 2 sin x)dx + (2 y cos x — x 2 sin y)dy. 


Un calcul aisé (exercice : le faire) donne da = 0. D’après le théorème ci-dessus, il doit donc 
exister une 0-forme (c’est-à-dire une fonction) telle que a = df. 

On vérifie en intégrant “à la main” que toutes les fonctions f(x,y) = x 2 cos y + y 2 cos x + C 
avec C réel arbitraire conviennent. 

1 Cette hypothèse peut être considérablement affaiblie : il suffit que U soit étoilé par rapport à un point ou 
même simplement connexe, voir [2] ou [10] pour plus de détails. 
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Corollaire 7.2.13 Soit U un ouvert convexe de M 3 et u : U —> M 3 de classe C 1 . Alors il existe 
une fonction f : U —» M de classe C 2 telle que u = V/ si et seulement si rot ri = 0. 

Preuve : Un calcul immédiat montre que u = V/ entraîne rot u = 0. 

Pour établir la réciproque, on note a, b et c les composantes de u et l’on pose a = 
adx + bdy + cdz. Sachant que rot u = 0, un calcul précédent montre que da = 0. Le 
lernrne de Poincaré permet de conclure à l’existence d’une fonction / (de classe C 2 ) telle 
que a = df. Autrement dit, u = V/. ■ 

Exercice : Soit U un ouvert convexe (ou même seulement simplement connexe) de M 3 et 
u : U — » M 3 de classe C 1 . Montrer que divu = 0 si et seulement si il existe v : U — > M 3 de 
classe C 2 tel que u = rot v. 
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